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1 まえがき
インターネットやセンサー技術の発達と普及に伴い，文書，音声，画像，動画，電子商
取引，電力，医療，生命，天文など様々な場面で膨大な量のデータが収集されるように
なってきた．このようなビッグデータを活用して新たな価値を創造するためには，機械学
習による知的なデータ解析が重要である．
機械学習には分類，回帰，特徴選択，異常検出など様々なデータ解析タスクが存在する
が，古典的にはデータを生成する確率分布の推定により解析を行う生成的アプローチが好
まれてきた．なぜならば，データの生成確率を推定すればいくらでもデータを再生成でき
るため，生成的アプローチはあらゆるデータ解析に適用できるからである．しかし，デー
タの生成過程に関する十分な事前知識がない場合は生成確率を精度良く推定することが
困難であり，結果としてデータ解析の精度が低下するという問題があった．
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そこで，データの生成確率の推定を経由せず，分類や回帰などのタスクを直接解こうと
いうタスク特化型アプローチが近年盛んに研究されるようになった．サポートベクトルマ
シン [31]はその代表的な手法であり，データの生成確率を推定せずに直接パターン認識を
行うことにより，認識精度を向上させた．しかし，解析すべきデータの量や次元数，およ
び，データ解析タスクの複雑さは増大し続けており，機械学習の技術者やデータサイエン
ティストはアドホックなデータ解析に忙殺されるようになってしまった．
この問題を解決するために，我々は生成的アプローチとタスク特化型アプローチの折衷
案を提案している [19]．具体的には，主要なデータ解析タスクの部分集合を考え，これら
のタスク群に対して共通のデータ解析基盤技術を開発する．対象タスクを部分集合に限定
することによって，すべてのタスクを対象とする生成的アプローチよりも性能の向上が期
待される．また，主要なタスクをまとめて扱うことにより，各タスクを個別に扱うタスク
特化型アプローチの高コスト問題を効果的に回避できる．
本稿では，そのようなデータ解析基盤技術の一例として，確率変数間の依存性の尺度で
ある相互情報量を考える．第 2節では，様々な相互情報量の定義と性質を示すとともに，
確率分布の推定を介さないそれらの直接推定法を紹介する．次に，第 3節では，相互情報
量推定に基づく様々な機械学習アルゴリズムを概観する．具体的には，独立性検定 [18]，
特徴選択 [26, 7]，特徴抽出 [25, 32, 12]，正準従属性分析 [8]，独立成分分析 [24]，オブジェ
クト適合 [33]，クラスタリング [17, 9, 11, 1]，因果推論 [34]のアルゴリズムを紹介する．
そして第 4節では，相互情報量のロボット自己位置推定への応用事例 [36]を紹介し，最後
に第 5節で今後の展望を述べる．

2 様々な相互情報量の定義と推定法
本節では，様々な種類の相互情報量の定義，性質，および，推定法を紹介する．

2.1 相互情報量

連続型確率変数 xと yの相互情報量 (mutual information, MI)は，

MI =

∫∫
p(x,y) log

p(x,y)

p(x)p(y)
dxdy (1)

で定義される．ただし，p(x,y)，p(x)，p(y)は xと yの同時確率密度関数と周辺確率密
度関数である．相互情報量は p(x,y)から p(x)p(y)へのカルバック・ライブラー距離に対
応しており，

MI ≥ 0 かつ MI = 0 ⇐⇒ p(x,y) = p(x)p(y)

を満たす．従って，相互情報量が大きいとき（小さいとき），xと yの従属性が高い（低
い）とみなせる．
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一般に確率密度関数 p(x,y)，p(x)，p(y)は未知であるため，相互情報量は直接計算でき
ない．最も単純な相互情報量の推定法は，p(x,y)，p(x)，p(y)をそれぞれ標本{(xi,yi)}ni=1，
{xi}ni=1，{yi}ni=1から推定し，推定した確率密度関数を式 (1)に代入する方法であろう．し
かしこの方法では，推定した確率密度関数の比を取ることによって推定誤差が拡大してし
まうおそれがある．
そこで，それぞれの確率密度関数 p(x,y)，p(x)，p(y)を個別に推定せず，確率密度比

r(x,y) =
p(x,y)

p(x)p(y)
(2)

を直接推定する最尤相互情報量推定法 (maximum likelihood MI, MLMI)が考案された [27]．
最尤相互情報量推定法では，非負の基底関数ベクトル ϕ(x,y)を用いた密度比 r(x,y)の
モデル

rθ(x,y) = θ
⊤ϕ(x,y) (3)

を，適当な制約条件のもとで対数尤度を最大化するように学習する．

θ̂MLMI =argmax
θ≥0

[
n∑

i=1

log θ⊤ϕ(xi,yi)

]

subject to
1

n2

n∑
i,i′=1

θ⊤ϕ(xi,yi′) = 1

これは凸最適化問題であるため，射影勾配法などにより大域的な最適解 θ̂MLMIを求めら
れる．また，非負制約条件 θ ≥ 0により，θ̂MLMIは疎ベクトルになるという特徴がある．
θ̂MLMIを用いて，MIは次式で近似できる．

M̂I =
1

n

n∑
i=1

θ̂
⊤
MLMIϕ(xi,yi)

カルバック・ライブラー距離に含まれる対数関数は原点付近で鋭い形状を持つため，確
率密度の微小な変化を感度良く捉えられる．しかし一方では，標本からの相互情報量の推
定が異常値の影響を受けやすいという問題もある．

2.2 二乗損失相互情報量

カルバック・ライブラー距離の異常値に対する過敏さは，対数関数を含まないピアソ
ン距離を用いれば改善できる．ピアソン距離を用いた相互情報量を二乗損失相互情報量
(squared-loss MI, SMI)とよぶ [26]．

SMI =

∫∫
p(x)p(y)

(
p(x,y)

p(x)p(y)
− 1

)2

dxdy
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カルバック・ライブラー距離とピアソン距離は，共に f距離とよばれるクラスに属し，似
た性質を持つ．実際，二乗損失相互情報量に対しても

SMI ≥ 0 かつ SMI = 0 ⇐⇒ p(x,y) = p(x)p(y)

が成り立つため，二乗損失相互情報量も通常の相互情報量と同様に xと yの間の従属性
尺度とみなせる．
二乗損失相互情報量は，モデル (3)を用いて密度比 (2)を直接推定する最小二乗相互情
報量推定法 (least squares MI, LSMI)によって精度良く近似できる．

θ̂LSMI = argmin
θ

[
θ⊤Gθ − 2θ⊤h+ λθ⊤θ

]
ただし，λ > 0は正則化パラメータであり，

G =
1

n2

n∑
i,i′=1

ϕ(xi,yi′)ϕ(xi,yi′)
⊤

h =
1

n

n∑
i=1

ϕ(xi,yi)

である．最小二乗相互情報量推定法の解 θ̂LSMIは，

θ̂LSMI = (G+ λI)−1h

と解析的に求められる．ただし，Iは単位行列である．θ̂LSMIを用いて，二乗損失相互情
報量は次式で近似できる．

ŜMI = θ̂
⊤
LSMIh− 1

2.3 相対二乗損失相互情報量

確率密度関数の比 (2)は急峻な関数になる傾向があるため，二乗損失相互情報量を少数
の標本から精度良く推定することは必ずしも容易でない．この問題は，密度比を滑らかに
した相対ピアソン距離を用いれば改善できる．相対ピアソン距離を用いた相互情報量を相
対二乗損失相互情報量 (relative SMI, rSMI)とよぶ [35]．

rSMI =

∫∫
qα(x,y)

(
p(x,y)

qα(x,y)
− 1

)2

dxdy

ただし，0 ≤ α ≤ 1に対して

qα(x,y) = αp(x,y) + (1− α)p(x)p(y)
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とおいた．α = 0のとき相対二乗損失相互情報量はもとの二乗損失相互情報量に帰着され，
α = 1のとき相対二乗損失相互情報量は常に 0となる．αを大きく設定すると相対密度比
関数は滑らかになるため，標本からの推定が容易になる．しかし，αが大き過ぎると従属
性尺度としての感度が低下するため，実用上は αの値を適切に決定する必要がある．
相対二乗損失相互情報量は，最小二乗相互情報量推定法で用いた行列Gを

Gα =
α

n

n∑
i=1

ϕ(xi,yi)ϕ(xi,yi)
⊤ +

1− α

n2

n∑
i,i′=1

ϕ(xi,yi′)ϕ(xi,yi′)
⊤

に置き換えるだけで，二乗損失相互情報量と全く同じアルゴリズムによって推定できる．

2.4 二次相互情報量

二次相互情報量 (quadratic MI, QMI)は，L2距離に基づく相互情報量である．

QMI =

∫∫ (
p(x,y)− p(x)p(y)

)2

dxdy

二次相互情報量には，二乗損失相互情報量のように確率密度関数の比 p(x,y)
p(x)p(y)

が含まれな
いため，雑音の影響を受けにくいという特徴がある．また，相対二乗損失相互情報量のよ
うに調整パラメータ αが含まれないため，実用上便利である．
二次相互情報量も，確率密度関数 p(x,y)，p(x)，p(y)の推定を避けることにより精度
良く近似できる．密度差

f(x,y) = p(x,y)− p(x)p(y) (4)

を直接推定する最小二乗二次相互情報量推定法 (least squares QMI, LSQMI)[11]では，密
度差 f(x,y)のモデル

fβ(x,y) = β
⊤ψ(x,y) (5)

を，二乗誤差が最小になるように学習する．

β̂LSQMI = argmin
β

[
β⊤Uβ − 2β⊤v + λβ⊤β

]
ただし，λ > 0は正則化パラメータであり，

U =

∫∫
ψ(x,y)ψ(x,y)⊤dxdy

v =
1

n

n∑
i=1

ψ(xi,yi)−
1

n2

n∑
i,i′=1

ψ(xi,yi′)
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表 1: 様々な相互情報量
推定量
の計算

ロバスト性
（感度）

調整
パラメータ

相互情報量 数値的 低（高） 無
二乗損失相互情報量 解析的 中（中） 無
相対二乗損失相互情報量 解析的 調整可 有

二次相互情報量 解析的 高（低） 無

である．最小二乗二次相互情報量推定法の解 θ̂LSQMIは，

θ̂LSMI = (U + λI)−1v

と解析的に求められ，二次相互情報量は次式で近似できる．

Q̂MI = 2θ̂
⊤
LSQMIv − θ̂

⊤
LSQMIUθ̂LSQMI

2.5 まとめ

上記の相互情報量の性質を表 1にまとめる．実用的には，推定量の計算の簡便さ，ロバ
スト性（感度）の高さ，調整パラメータの有無の観点から，適切な相互情報量の定義およ
び推定法を選択することが望ましい．

3 相互情報量を用いた機械学習
本節では，相互情報量を用いた機械学習アルゴリズムを紹介する．

3.1 独立性検定

独立性検定の目的は，確率変数 xと yが統計的に独立かどうかを標本 {(xi,yi)}ni=1か
ら検定することである．xと yの独立性は，並べ替え検定 [3]により検定できる [18]．
具体的には，まず，もとの標本D = {(xi,yi)}ni=1に対する相互情報量推定量 M̂I(D)を
求める．次に，xiと yiの組合せをランダムに並び換えた標本 D̃に対して相互情報量推定
量 M̂I(D̃)を求める．xiとyiの組合せをランダムに並び換えることによりxとyは統計的
に独立になるため，M̂I(D̃)はゼロに近い値を取る．このランダムな並び替えと相互情報
量の推定を何度も繰り返し，相互情報量推定量 M̂I(D̃)のヒストグラムを求めれば，もと
の標本Dに対する相互情報量推定量 M̂I(D)の相対的な順位が計算できる．もし，M̂I(D)

が M̂I(D̃)のヒストグラムの上位 δ%に入っていれば（通常は δ = 1か 5），xと yは従属
だとみなす．
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3.2 特徴選択・特徴抽出

回帰や分類など，入力 xから出力 yを予測する教師付き学習では，入力 xの次元が高
いと出力 yの予測が困難である．このような場合，入力 x = (x(1), . . . , x(d))⊤の各要素の
中で出力 yの予測に有用なものだけを選べば，学習精度を向上させられる．これを特徴
選択という．また，不要な要素を除去する代わりに，出力 yの予測に有用な xの低次元
表現 zを求めることを特徴抽出という．
出力 yの予測に対する入力 x(j)の有用性をMI(x(j),y)で測ることにすれば，相互情報
量推定量 M̂Iを用いて特徴選択や特徴抽出が行える．例えば，出力 yの予測に最も有用な
特徴 x(k̂)は，

k̂ = argmax
j=1,...,d

M̂I(x(j),y)

で求められる [26]．また，z = Txと線形変換によって特徴抽出することにすれば，出力
yの予測に最も有用な表現 ẑ = T̂ xは，

T̂ = argmax
T :TT⊤=I

M̂I(Tx,y)

で求められる [25, 32]．ただしTT⊤ = IはT の正規化のための制約条件である．更に，ℓ1
正則化 [30]を用いれば，正方対角行列 T = diag(t1, . . . , td)に対して，

(t̂1, . . . , t̂d) = argmax
t1,...,td≥0

[
M̂I(Tx,y) + λ

d∑
j=1

tj

]

によって特徴選択が行える [7]．ただし，λ ≥ 0は特徴数を調整する正則化パラメータで
ある．
入力xしか与えられない教師なし学習でも，xとTxの相互情報量を用いれば特徴抽出

（および特徴選択）が行える [12]．

T̂ = argmax
T :TT⊤=I

M̂I(Tx,x)

通常の教師なし特徴抽出法では，調整パラメータの値を勘と経験で決める必要があるた
め，得られた特徴抽出結果に主観性が残る．一方，相互情報量を用いた特徴抽出法では，
相互情報量最大化の原理に基づいて系統的に調整パラメータの値を決定できるため，得ら
れた結果の客観性が担保できる．

3.3 正準従属性分析

正準相関分析 [4]は，2つの確率変数xとx′に対する特徴抽出法であり，TxとT ′x′の
間の相関を最大にする行列T と T ′を求める．正準従属性分析 [8]はその拡張であり，Tx
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と T ′x′の間の従属性を最大にする行列 T と T ′を求める．正準従属性分析では，無相関
でも従属性の高い特徴が抽出できる．
相互情報量を従属性の尺度として用いることにすれば，

(T̂ , T̂
′
) = argmax

T ,T ′:TT⊤=I,T ′T ′⊤=I

M̂I(Tx,T ′x′)

によって正準従属性分析が行える．

3.4 独立成分分析

独立成分分析 [6]の目的は，d個の独立な信号 x = (x(1), . . . , x(d))⊤が未知の行列U に
よって混合された信号

y = (y(1), . . . , y(d))⊤ = Ux

を，もとの独立な信号に分解することである．独立成分分析では，

z = (z(1), . . . , z(d))⊤ = Ty

と分解された各信号 z(1), . . . , z(d)を最も独立にする分解行列 T を求める．
d変数 z(1), . . . , z(d)に対する相互情報量は，同時確率密度関数 p(z(1), . . . , z(d))から周辺
確率密度関数の積 p(z(1)) × · · · × p(z(d))への距離によって定義される．これを用いれば，
相互情報量推定量の最小化によって独立成分分析が行える [24]．

T̂ = argmin
T :TT⊤=I

M̂I(z(1), . . . , z(d))

3.5 オブジェクト適合

オブジェクト適合の目的は，対になっていない標本 {xi}ni=1と {yi}ni=1を並び替えて，適
合するように対Dπ = {(xi,yπ(i))}ni=1にすることである [33]．ただし，πは 1, . . . , nに対
する並び替え関数である．
オブジェクト xと yの適合度を相互情報量で測ることにすれば，その最大化によって
オブジェクト適合が行える．

π̂ = argmax
π

M̂I(Dπ)
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3.6 クラスタリング

クラスタリングの目的は，入力標本 {xi}ni=1に対して，性質の似た（異なる）標本が同
じ（別の）クラスタに属するようにクラスタラベル {yi | yi ∈ {1, . . . , c}}ni=1を与えること
である．
クラスタリングを，多次元ベクトル標本 {xi}ni=1を 1次元のスカラー {yi}ni=1に情報圧
縮する問題と捉えれば，{xi}ni=1に対する相互情報量を最大にする {yi}ni=1を求める問題に
帰着できる [17, 9, 11, 1]．

(ŷ1, . . . , ŷn) = argmax
(y1,...,yn)

M̂I({(xi, yi)}ni=1)

通常のクラスタリングでは，調整パラメータの値を勘と経験で決める必要があるため，得
られたクラスタリング結果に主観性が残る．一方，相互情報量を用いたクラスタリング法
では，相互情報量最大化の原理に基づいて系統的に調整パラメータの値を決定できるた
め，得られた結果の客観性が担保できる．

3.7 因果推論

因果推論の目的は，相関のある標本対 {(xi, yi)}ni=1から，xと yの因果関係（xが yの
原因か，yが xの原因か）を知ることである [10]．非線形関数 f と非正規加法性雑音 eを
用いて xから yへの因果関係が y = f(x) + eで与えられるとき，適当な条件のもとで，y

から xへの関係は加法性雑音を用いて表現できないことが知られている [5]．従って，入
力と残差ができるだけ独立になるように，xから yへの因果モデル y = f(x) + eと yから
xへの因果モデル x = f ′(y) + e′を標本 {(xi, yi)}ni=1から学習すれば，因果方向が同定で
きる．
入力と残差の独立性の判定に相互情報量を用いることにすれば，相互情報量推定量が最
小になるように因果モデル f と f ′を学習することによって因果推論が行える [34]．

argmin
f

M̂I(x, y − f(x)) argmin
f ′

M̂I(y, x− f ′(y))

4 相互情報量のロボット自己位置推定への応用
前節で紹介した特徴抽出，正準従属性分析，オブジェクト適合，クラスタリングの手法
では，相互情報量の最大化を通して性質の異なるデータを適合している．本節では，この
考え方を応用したロボット自己位置推定手法を紹介する．
自己位置推定とは，ロボットが地図上のどこにいるかをセンサデータから推定する問題
であり，移動ロボットの重要な機能の一つである [38]．従来の自己位置推定法では，事前
に収集したセンサデータを用いてあらかじめセンサ地図を構築しておき，実際の走行時の
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センサデータと適合させることによって現在地を推定する [29]．しかしこのような手法で
は，事前にセンサ地図を構築するコストが高く，ロボットを初めての場所に持っていった
ときに直ちに運用できない．
これらの問題点は，Google MapやOpenStreetMapのような既存の 2次元市街地図と
センサデータを直接適合させることにより原理的には克服できる．しかし市街地図とセン
サデータは全く性質が異なるため，二乗誤差や相関などの標準的な尺度のもとではうまく
適合できない．そこで，二乗損失相互情報量を用いた自己位置推定法 [36]が提案された．
以下では，単眼カメラを用いた自由度 2の自己位置推定（道路上の進行方向に対する回転
角度 θ [deg]と左右の平行移動量 τ [m]）の例を紹介する．
まず，単眼カメラによって得られた画像（図 3(a)）の各画素から，色（RGB）とエッジ

（強度と向き）の 5次元の特徴ベクトルxを抽出する．一方，市街地図中の領域や境界線
にはあらかじめ適当な ID番号を付与しておき，各画素の ID番号を yとする（図 1）．そ
して，ロボットの位置仮説w = (θ, τ)のもとで，市街地図をカメラ画像平面に投影する．
こうして，各画素の特徴ベクトル xiと地図の ID番号 y

(w)
i を対応付けることができ，標

本対Dw = {(xi, y
(w)
i )}ni=1が得られる（図 2）．この標本対を用いて相互情報量を推定し，

それを最大にするロボットの位置 ŵを求めることによって，自己位置推定を行う．

ŵ = argmax
w

M̂I(Dw)

図 3に実験結果の例を示す．この実験では，図 3(b)に示した真の自己位置w∗ = (θ∗, τ ∗)

の θ∗ ± 20 [deg]および τ ∗ ± 2 [m]の範囲で総当り探索を行い，自己位置推定を行った．図
3(c)より，二乗損失相互情報量推定量は真の値w∗付近で最大値を取ることがわかる．こ
の自己位置推定結果に基づいて，道路境界をカメラ画像に投影した結果を図 3(d)に示す．
これより，二乗損失相互情報量推定量の最大化によって道路境界が推定できていることが
わかる．

5 まとめと今後の展望
本稿では，様々な距離尺度に基づく相互情報量を導入し，確率分布を推定すること無く
相互情報量を直接近似する手法を紹介した．このように確率分布の推定を経由せず，推定
すべき量を直接求めるアプローチはバプニックの原理 [31]とよばれており，近年の様々な
機械学習アルゴリズムの設計原理となっている．
そして，相互情報量推定を用いた独立性検定，特徴選択，特徴抽出，正準従属性分析，
独立成分分析，オブジェクト適合，クラスタリング，因果推論のアルゴリズムを概観した．
相互情報量は，性質の異なるデータの適合に特に有効であり，単眼カメラを用いたロボッ
ト自己位置推定への応用例も紹介した．
このように，相互情報量推定は様々な機械学習技術の共通基盤となる重要な技術であ
り，ビッグデータ時代において，その重要性は益々高まっていくものと考えられる．近年，



相互情報量を用いた機械学習とそのロボティクスへの応用 11

(a) 市街地図 (b) 内部表現

図 1: 市街地図の前処理：適当な領域や境界線に固有の ID番号を割り当てる．

(a) 地図とロボット位置 (b) ID番号を画像に投影

図 2: センサ情報 xと地図の ID番号 y(w)との対応付け．画像の色やテクスチャをセンサ
特徴 xとし，各画素に市街地図の ID番号を (b)のように画像に割り当てる．

二乗損失相互情報量推定の改良法 [21]や，二次相互情報量の微分の直接推定法 [28]が提案
されており，相互情報量の推定技術の更なる発展が期待される．
相互情報量を用いた機械学習技術は，信号や画像などのマルチメディアデータ解析 [32, 33]

をはじめ，生命情報 [26, 34]や精密工学 [22]など幅広い分野に応用されている．ロボティ
クス分野においても，第 4節で紹介した移動ロボットの自己位置推定法を発展させ，相互
情報量をパーティクルフィルタ [2]に適用した位置追跡法が提案されている [37]．相互情
報量の応用領域の更なる開拓が期待される．
第 1節でも述べたように，機械学習によるデータ解析技術が応用分野で成功を収めるた
めには，推定精度や計算効率だけでなく，汎用性が重要である．例えば，相互情報量推定
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(a) 単眼カメラによる入力画像 (b) Google Map より得た市街地図
（三角形は真の自己位置）
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(c) 回転角度 θ∗ ± 20 [deg]および左
右の平行移動量 τ∗ ± 2 [m]に対する
二乗損失相互情報量推定量の値（原
点が真値）

(d) 二乗損失相互情報量推定量の最
大化によって推定した自己位置に基
づいて，道路境界をカメラ画像に投
影した結果

図 3: 単眼カメラからの自己位置推定の例．

で用いた密度比推定 [19]や密度差推定 [20]，および，確率分布間の距離推定 [16]は幅広い
応用をもつ汎用的な基盤技術であり，ロボティクス分野においても様々な応用が可能であ
ると考えられる．また，近年提案された密度微分推定 [23]も新たな汎用的基盤技術として
注目されており，今後の更なる発展が期待される．
最後に，本稿では触れなかったが，機械学習分野における強化学習 [15]とよばれる技
術は，ロボットの運動制御に有用である [13]．ロボティクス分野での更なる活用が期待さ
れる．
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