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概 要

変分ベイズ学習は，行列分解モデル，混合分布モデルや隠れマルコフモデルなど，ベ
イズ学習の計算が困難なモデルにおける有力な近似学習手法として知られており，そ
の良い性能が様々なアプリケーションにおいて実験的に示されてきた．実験的成功に
伴って理論解析も活発に行われ，解のスパース性を誘起する相転移現象などの興味深
い性質が解明されている．本論文では，変分ベイズ学習理論の最新動向を紹介する．

The variational Bayesian (VB) learning is known to be a promising approximation
method to Bayesian learning for many practical models, such as matrix factoriza-
tion models, mixture models, and hidden Markov models, where Bayesian learning
is computationally hard. The VB learning has been empirically demonstrated to
perform excellently in many applications, which stimulated theoretical analysis. In-
teresting properties, including phase transition phenomena that induce sparsity,
have been revealed. In this paper, we review recent advances in VB learning theory.
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1 はじめに
パラメトリックモデルによる統計的学習においては，未知パラメータを持つ確率モデル
が観測データを説明するために利用される．未知パラメータ上の事前分布が与えられた
とき，ベイズ学習によって確率の基本法則に基づいた未知パラメータ推定法が得られる．
しかし，ベイズ学習は尤度関数の積分演算を含むため，行列分解や混合分布等の実用的な
モデルに対しては計算が困難な場合が多い．
変分ベイズ法は，そのようなモデルに対するベイズ学習の効率的な近似法として提案さ
れた [3, 8, 9, 54]．多くのアプリケーションにおいてその良い性能が実験的に示され，そ
れにともなって変分ベイズ法の解の性質に関する理論解析も進んでいる．確率的主成分分
析 [19, 53]や縮小ランク回帰モデル [5, 42]を含む行列分解モデルに対しては，自由エネル
ギーの最小値を与える変分ベイズ大域解が解析的に導出されている [39]．解析解の振る舞
いから，モデル起因正則化と呼ばれる意図しない正則化現象，スパース性を誘起するメカ
ニズムやベイズ学習との違いなど，多くの興味深い性質が解明された [36]．また，変分ベ
イズ行列分解による主成分次元選択性能についても解析され [40]，正しい次元数を推定す
るための十分条件が得られている．
一方，大サンプル極限での変分ベイズ法の振る舞いを解析する漸近学習理論は，比較的
多くのモデルに対して適用された．混合分布 [57, 58]，隠れマルコフモデル [18]やベイジ
アンネットワーク [56]に対しては，自由エネルギーの挙動の解析を通して相転移現象が発
見され，事前分布が解にもたらす影響などが解明された．また，縮小ランク回帰モデルに
対しては汎化誤差の漸近形が導出され，ベイズ学習で成立していた汎化誤差と自由エネ
ルギーの漸近形に関する単純な関係が，近似的にも成立しないことなどが明らかになった
[41]．
本論文では，このように近年発展が著しい変分ベイズ学習の漸近および非漸近学習理論
を紹介する．2節で変分ベイズ法の枠組みについて述べたあと，3節および 4節で非漸近
理論および漸近理論をそれぞれ紹介する．

2 変分ベイズ学習
本節では，変分ベイズ法の枠組みを示す．

2.1 ベイズ法

観測値 v ∈ Rdが，パラメータ θ ∈ RK を持つ確率モデル p(v|θ)に従うと仮定する．n

個の i.i.d.サンプルVn = (v(1), . . . ,v(n))が学習データとして与えられたとき，ベイズ事後
分布は

p(θ|Vn) =
p(Vn|θ)p(θ)

p(Vn)
(1)
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で与えられる．ここで，

p(Vn|θ) =
n∏

i=1

p(v(i)|θ)

p(Vn) =

∫
p(Vn|θ)p(θ)dθ = ⟨p(Vn|θ)⟩p(θ) (2)

であり，p(θ)はパラメータの事前分布，⟨·⟩pは確率分布 pに関する期待値を表す．式 (2)

は周辺尤度，確率的複雑さ，エビデンスなどと呼ばれる量であり，学習データに対するモ
デルと事前分布の組の尤度と解釈できる．
式 (1)の分子はモデル分布（尤度関数）と事前分布の積であり，分母はパラメータ θに
依存しない．従って，ベイズ事後分布の（比例定数を除いた）形状は，尤度と事前分布と
の積で表されることがわかる．一方，規格化因子である周辺尤度 p(Vn)を計算するために
は分子 p(Vn|θ)p(θ) を積分する必要がある．この積分は限られた場合にしか解析的に計算
することができず，またパラメータ次元Kが大きくなってくると数値的に近似計算する
ことすら困難である．そのため，例えば行列分解，混合分布，隠れマルコフモデルやベイ
ジアンネットなどの確率モデルを実用的なサイズで用いようとすると，学習が著しく困難
になる．

2.2 変分ベイズ法

このような場合の効率的な近似法として，変分ベイズ法が提案された [3, 8, 9, 54]．
r(θ)（ または rと略す）を試行分布とする．そして，次式で定義される rの汎関数を自
由エネルギーと呼ぶ：

F (r) =

⟨
log

r(θ)

p(Vn|θ)p(θ)

⟩
r(θ)

=

⟨
log

r(θ)

p(θ|Vn)

⟩
r(θ)

− log p(Vn) (3)

式 (3)の最後の式の第 1項は試行分布とベイズ事後分布とのカルバック擬距離 [30]であり，
第 2項は rに依存しない定数である．したがって，自由エネルギー (3)を最小化すること
は，カルバック擬距離の意味でベイズ事後分布に最も近い分布を見つけることに相当す
る．変分ベイズ法では，rに何らかの制約を課して自由エネルギーを最小化することによ
り，積分演算可能な分布を得る．
積分可能な分布クラスを制約として直接指定することもできるが，パラメータ間の独立
性を課すだけで積分可能な分布が得られることも多い．パラメータ θの成分を S個のグ
ループ θ = (θ1, . . . ,θS)に分割することを考える．そして，すべての s = 1, . . . , Sに対し
て，{θs′}s′ ̸=sを固定したときの尤度関数と事前分布との積

p(Vn|θ)p(θ) ∝ p(Vn|θs; {θs′}s′ ̸=s)p(θs)
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が θsに関して積分可能であると仮定する．このとき事前分布 p(θs)として，モデル分布を
θsの関数として見たときの尤度 p(Vn|θs; {θs′}s′ ̸=s) に対する共役事前分布を選ぶとよい．
すると，事後分布にパラメータグループ間の独立性制約

r(θ) =
S∏

s=1

rs(θs)

を課すことにより，変分ベイズ解

r̂ = argmin
r

F (r) s.t. r(θ) =
S∏

s=1

rs(θs) (4)

は積分演算が容易な分布となる．モデル分布と事前分布との共役性により，各パラメータ
グループの変分ベイズ事後分布 rs(θs)は事前分布 p(θs)と同じ形になる．ただし，変分ベ
イズ事後分布は自由エネルギーの最小化問題を通して学習データに依存することに注意
する．このことを陽に表す場合には，r̂ = r̂(θ|Vn)と表記する．
行列分解，混合分布，隠れマルコフモデルやベイジアンネットなどの多くのモデルは，
正規分布や多項分布を組み合わせた形をしている．そのようなモデルに対しては，上記の
積分可能性を満たす S個のグループへの分割を容易に見つけることができる．
最小化問題 (4)の停留条件は変分法を用いて導出することができ，これによって繰り返
しアルゴリズムが得られる．3節および 4節で，具体的な確率モデルに対する変分ベイズ
アルゴリズムを紹介する．

2.3 経験変分ベイズ法

事前分布は，その共役性の仮定により関数形が規定される．そこで，パラメータ ηの
みで定められる事前分布 p(θ) = p(θ|η)を考えることにする．ηのような 1階層上のパラ
メータはハイパーパラメータと呼ばれる．多くのアプリケーションでは，スケールを含め
た適切な事前分布を予め仮定することは難しい．そのような場合，パラメータ θと同時
にハイパーパラメータ ηも観測データから推定すれば良い．この方法は経験ベイズ法 [13]

と呼ばれる．
変分ベイズ法においては，自由エネルギー (3)を事後分布とハイパーパラメータの両方
に関して同時最小化することによって経験ベイズ法を実現することができる．すなわち

(r̂, η̂) = argmin
r,η

F (r,η) s.t. r(θ) =
S∏

s=1

rs(θs),η ∈ S (5)

ここで，Sはハイパーパラメータ ηの定義域である．式 (5)で示される方法は経験変分ベ
イズ法と呼ばれる．
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3 変分ベイズ学習の非漸近論
本節では，変分ベイズ法の厳密な振る舞いが解明されている行列分解モデルについて述
べる．3.1節および 3.2節で行列分解モデルとその変分ベイズ法を導入したのち，3.3節で
理論解析結果を紹介する．

3.1 行列分解モデル

行列分解モデルでは通常，n = 1個の行列サンプル V ∈ RL×M が観測値として与えられ
る．観測行列 V は，低ランクの信号行列 U ∈ RL×M とノイズ行列 E ∈ RL×M との和

V = U + E

で表されると仮定する．行列 U を低ランクに制限するためには，積の形

U = BA⊤

に分解すると都合が良い．ここで，A ∈ RM×H，B ∈ RL×Hであり，⊤は行列あるいはベ
クトルの転置を表す．このように表現すると，行列 U のランクは高々H ≤ min(L,M)に
制限される．
Eの各成分が独立にガウス分布に従うと仮定すると，V の分布は以下のように表すこと
ができる：

p(V |A,B) ∝ exp

(
− 1

2σ2
∥V −BA⊤∥2Fro

)
(6)

ここで，σ2はノイズ分散であり，∥ · ∥Froは行列のフロベニウスノルムを表す．任意の正
則行列 T ∈ RH×H に対して

BA⊤ = BT−1TA⊤ (7)

が成立するため，このモデルは変数変換 (A,B) → (AT⊤, BT−1)に関して不変であること
に注意する．
本節では，一般性を失うこと無くL ≤ M を仮定する．L > M である場合には，V ⊤を

V と取り直せば良い．行列の列ベクトルを太小文字，行ベクトルをチルダ付きの太小文字
で表すことにする．すなわち

A = (a1, . . . ,aH) = (ã1, . . . , ãM)⊤ ∈ RM×H

B = (b1, . . . , bH) =
(
b̃1, . . . , b̃L

)⊤
∈ RL×H

行列分解モデルは，行列 V の全要素が観測される場合（全観測）と，一部の要素が未
観測である場合（部分観測）とに分けられる．全観測行列分解は，確率的主成分分析 [53]
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および縮小ランク回帰モデル [42]を特別な場合として含み，主に多変量解析における次
元削減法として用いられる．一方，部分観測行列分解は，推定された低ランク行列によ
る欠損値予測が主目的である場合が多く，映画や書籍等の推薦システムなどに応用される
[28, 16]．本節で紹介する理論解析は全観測の場合を対象としており，部分観測問題には
直接適用できないことに注意する．

3.2 変分ベイズアルゴリズム

行列分解モデル (6)は指数関数の中にパラメータに関する 4次の項を含むため積分が難
しく，ベイズ学習が困難である．しかし明らかに，Bを定数と考えればAについてガウ
ス分布であり，Aを定数と考えればBについてガウス分布である．従って，2節で述べた
手順に従って変分ベイズ法を導出できる．
まず，AおよびBそれぞれに関する共役事前分布であるガウス事前分布を採用する：

p(A) ∝ exp

(
−1

2
tr
(
AC−1

A A⊤)) (8)

p(B) ∝ exp

(
−1

2
tr
(
BC−1

B B⊤)) (9)

ここで，CAおよび CB は事前分布の共分散に対応するハイパーパラメータであり，tr(·)
は行列のトレースを表す．さらに，AとBとの独立性制約

r(A,B) = rA(A)rB(B) (10)

を事後分布に課すと，尤度と事前分布との共役性によって事後分布がガウス分布となる
[7, 32]．
変分法を用いて自由エネルギー最小化問題 (4) を解析すると，事後分布が

r(A,B) =
M∏

m=1

NH(ãm; ˜̂am, ΣA)
L∏
l=1

NH(b̃l;
˜̂
bl, ΣB) (11)

の形で表され，また，ガウス分布の平均と共分散行列は以下の連立方程式を満たすことが
わかる [7, 32]：

Â =
(˜̂a1, . . . , ˜̂aM

)⊤
= V ⊤B̂

ΣA

σ2
(12)

B̂ =

(˜̂
b1, . . . ,

˜̂
bL

)⊤

= V Â
ΣB

σ2
(13)

ΣA = σ2
(
B̂⊤B̂ + LΣB + σ2C−1

A

)−1

(14)

ΣB = σ2
(
Â⊤Â+MΣA + σ2C−1

B

)−1

(15)
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ここで，Nd(·;µ, Σ)は平均がµ，共分散行列がΣの d次元ガウス分布である．
式 (11)は一般のガウス分布ではなく，A（およびB）の行ベクトル {ãm}（{b̃l}）が互
いに独立であり，共通の共分散行列ΣA （ΣB）を持つような特別なガウス分布であるこ
とに注意する [7]．
式 (12)は，変数 (B̂, ΣA, ΣB)を固定したときに，Âについて自由エネルギーを最小化す
る解となっている．式 (13)–(15)も同様に，右辺に現れる変数を固定したときの左辺に関
する自由エネルギー最小解となっている．式 (12)–(15)を繰り返すことによって，最小化
問題 (4)の局所解が得られることが知られている．このように，変数をひとつずつ最適化
するアルゴリズムは ICM(iterated conditional modes)アルゴリズム [6, 8, 9]と呼ばれる．
以下の議論では，事前分布の共分散行列CAおよびCBは正定値対角であると仮定する．
すなわち

CA = diag(c2a1 , . . . , c
2
aH
)

CB = diag(c2b1 , . . . , c
2
bH
)

また，積 CACB の対角成分が非増加順に並んでいることも仮定する．すなわち，すべて
のペア h < h′に対して

cahcbh ≥ cah′cbh′

任意のCAおよびCBに対してこのような並び替えが可能であるので，この仮定は一般性
に影響しない．
経験変分ベイズ法では，ハイパーパラメータ (CA, CB)も観測値から推定するために，

CAおよび CB に関しても最小化問題 (5)を解く．ハイパーパラメータに関する停留条件
は，次式で与えられる：

c2ah = ∥âh∥2/M + (ΣA)hh (16)

c2bh = ∥b̂h∥2/L+ (ΣB)hh (17)

実際の応用問題ではノイズ分散 σ2も未知である場合が多いが，自由エネルギー最小化原
理を用いれば σ2も観測値から推定することができる．σ2に関する停留条件は，次式で与
えられる：

σ2 =
∥V ∥2Fro − tr(2V ⊤B̂Â⊤) + tr

(
(Â⊤Â+MΣA)(B̂

⊤B̂ + LΣB)
)

LM
(18)

ハイパーパラメータやノイズ分散が未知である場合，式 (12)–(18)を繰り返すことによっ
てすべての未知変数を推定することができる．

3.3 理論解析結果

全観測行列分解モデルに対しては変分ベイズ法の多くの性質が明らかにされており，特
に自由エネルギー最小化問題 (4)の大域解析解が得られることが知られている [39]．
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3.3.1 変分ベイズ行列分解の大域解析解

成分がすべて正である d次元ベクトルの集合をRd
++で，d× d正定値対称行列の集合を

Sd
++でそれぞれ表す．行列分解の変分ベイズ解は，以下の最適化問題を解くことによって
得られる：

Given (c2ah , c
2
bh
) ∈ R2

++ (∀h = 1, . . . , H), σ2 ∈ R++

min F (Â, B̂, ΣA, ΣB) s.t. Â ∈ RM×H , B̂ ∈ RL×H , ΣA ∈ SH
++, ΣB ∈ SH

++ (19)

ただし，F (Â, B̂, ΣA, ΣB) = F (r) は自由エネルギーであり，

F (r) = ⟨log rA(A) + log rB(B)− log p(V |A,B)p(A)p(B)⟩rA(A)rB(B)

=
∥V ∥2Fro
2σ2

+
LM

2
log σ2 +

M

2
log

|CA|
|ΣA|

+
L

2
log

|CB|
|ΣB|

(20)

+
1

2
tr
{
C−1

A

(
Â⊤Â+MΣA

)
+ C−1

B

(
B̂⊤B̂ + LΣB

)
+σ−2

(
−2Â⊤V ⊤B̂ +

(
Â⊤Â+MΣA

)(
B̂⊤B̂ + LΣB

))}
+ const.

で与えられる．ここで，| · |は行列式を表す．式 (12)–(15)は自由エネルギー (20)の変数
(Â, B̂, ΣA, ΣB)に関する停留（必要十分）条件になっていることに注意する．
最適化問題 (19)は非凸最適化問題であり，一般の凸解法では効率的に解くことはでき
ない．しかし以下で示すように，O(MH)個の変数を含む最小化問題 (19)は，O(1)個の
変数の最小化問題に分解できる．これにより，(19)は非凸最適化問題であるにもかかわら
ず，大域解析解を得ることができる．

定理 1 (Nakajima et al. (2013) [39]). 共分散行列 (ΣA, ΣB)が対角である解を対角解と呼
ぶ．最小化問題 (19)のすべての解は対角解であるか，あるいは冗長性 (7)を通して対角解
と等価な解である． ♢

この定理は，大域最適解が停留点であることを示した後，自由エネルギー (20)の最適
解まわりの摂動を調べることによって証明できる．
(ΣA, ΣB)が対角であるならば，変分ベイズ事後分布 (11)は (A,B)のすべての要素が独
立なガウス分布となる．実はこの解は，単純変分ベイズ法 [22]の解と一致することが知ら
れている．単純変分ベイズ法とは，AおよびBの各列ベクトルの独立性

rVB(A,B) =
H∏

h=1

rVB
ah

(ah)
H∏

h=1

rVB
bh

(bh) (21)

を課して自由エネルギーを最小化する方法である．単純変分ベイズ法では事後分布の共分
散行列の非対角成分を考慮する必要がないため，メモリ量および計算量を大幅に節約でき
る．列ベクトルごとの独立性制約 (21)は行列間独立性制約 (10)よりも強い制約であるが，
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定理 1はこの強い制約が変分ベイズ解には影響を与えないことを示している．ただし，こ
の定理は全観測行列分解に対して導かれたものであり，部分観測行列分解に対しては一般
には成立しない．
制約 (21)のもとで，変分ベイズ解 ÛVB = B̂Â⊤が縮小特異値分解となることを示すこ
とができる．定理 1により，これが制約 (10)においても成り立つことがわかる．

補題 1 (Nakajima and Sugiyama (2011) [36]). 観測行列 V の h番目に大きい特異値およ
びその右左特異ベクトルを (γh,ωah ,ωbh)で表す．すなわち，

V =
H∑

h=1

γhωbhω
⊤
ah

変分ベイズ解は，4×H個のスカラー変数 {ah, bh, σ2
ah
, σ2

bh
}Hh=1 を用いて以下の形で表現す

ることができる．

ah = ahωah

bh = bhωbh

ΣA = diag(σ2
a1
, . . . , σ2

aH
)

ΣB = diag(σ2
b1
, . . . , σ2

bH
)

♢

補題 1の表現を自由エネルギー (20)および停留条件 (12)–(15)に代入すると，次の補題
が得られる：

補題 2. 変分ベイズ解は，以下の 4変数最小化問題を h = 1, . . . , Hに対してそれぞれ解く
ことによって得られる．

Given (c2ah , c
2
bh
) ∈ R2

++, σ
2 ∈ R++

min Fh(ah, bh, σ
2
ah
, σ2

bh
) s.t. (ah, bh) ∈ R2, (σ2

ah
, σ2

bh
) ∈ R2

++ (22)

ここで

Fh(ah, bh, σ
2
ah
, σ2

bh
) = −M log σ2

ah
+

a2h +Mσ2
ah

c2ah
− L log σ2

bh
+

b2h + Lσ2
bh

c2bh

− 2

σ2
γhahbh +

1

σ2

(
a2h +Mσ2

ah

) (
b2h + Lσ2

bh

)
(23)
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であり，その停留条件は次式で与えられる．

ah =
1

σ2
σ2
ah
γhbh (24)

bh =
1

σ2
σ2
bh
γhah (25)

σ2
ah

= σ2

(
b2h + Lσ2

bh
+

σ2

c2ah

)−1

(26)

σ2
bh

= σ2

(
a2h +Mσ2

ah
+

σ2

c2bh

)−1

(27)

♢

こうして補題 2によって，O(ML)個の変数に関する自由エネルギー最小化問題 (19)を，
H個の 4変数問題 (22)に分解することができた．
連立方程式 (24)–(27)は解析的に解くことができるため，結果として変分ベイズ解が解
析的に得られる．

定理 2 (Nakajima et al. (2013) [39]). γ̂hに関する 4次方程式

γ̂4
h + ξ3γ̂

3
h + ξ2γ̂

2
h + ξ1γ̂h + ξ0 = 0 (28)

の 2番目に大きい正の実解を γ̂second
h とする．ただし，係数は

ξ3 =
(L−M)2γh

LM

ξ2 = −

(
ξ3γh +

(L2 +M2)η2h
LM

+
2σ4

c2ahc
2
bh

)
ξ1 = ξ3

√
ξ0

ξ0 =

(
η2h −

σ4

c2ahc
2
bh

)2

η2h =

(
1− σ2L

γ2
h

)(
1− σ2M

γ2
h

)
γ2
h

で与えられる．このとき，変分ベイズ行列分解の大域解は次式で与えられる：

ÛVB ≡ ⟨BA⊤⟩r(A,B) = B̂Â⊤ =
H∑

h=1

γ̂VB
h ωbhω

⊤
ah

γ̂VB
h =

{
γ̂second
h if γh > γ̃h

0 otherwise

γ̃h =

√√√√√(L+M)σ2

2
+

σ4

2c2ahc
2
bh

+

√√√√((L+M)σ2

2
+

σ4

2c2ahc
2
bh

)2

− LMσ4
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♢

4次方程式の解はフェラーリ法 [17]などを用いて解析的に求めることができるため，定
理 2によって行列分解の変分ベイズ解を解析的に求めることができる．ただし実際に変分
ベイズ行列分解を実装する際には，例えばMATLAB R⃝の ‘roots’ コマンドなどを用いて
数値的に解いても問題はない．なお，事後分布の分散 (σ2

ah
, σ2

bh
)も解析的に得られるため，

変分ベイズ事後分布を明示的に描画することも可能である [39]．

3.3.2 経験変分ベイズ行列分解の大域解析解

経験変分ベイズ解は，以下の最適化問題を解くことによって得られる：

Given σ2 ∈ R++

min F (Â, B̂, ΣA, ΣB, {c2ah , c
2
bh
;h = 1, . . . , H})

s.t. Â ∈ RM×H , B̂ ∈ RL×H , ΣA ∈ SH
++, ΣB ∈ SH

++,

(c2ah , c
2
bh
) ∈ R2

++ (∀h = 1, . . . , H)

ただし，F (Â, B̂, ΣA, ΣB, {c2ah , c
2
bh
;h = 1, . . . , H}) は式 (20)で与えられる自由エネルギー

である．式 (20)は (A,B)間の相対スケール変換に関して不変であるため，ハイパーパラ
メータの比 cah/cbhは不定である [36]．そこで，一般性を失うことなく cah/cbh = 1と仮定
することにする．
3.3.1節と同様の分解法を適用すれば，変分ベイズ法の停留条件 (24)–(27)に (16)およ
び (17)を加えたものを解いて得られる停留点上で自由エネルギーの値を評価することに
よって，経験変分ベイズ解を得ることができる．

定理 3 (Nakajima et al. (2013) [39]). 行列分解モデルの経験変分ベイズ解は以下で与え
られる：

ÛEVB =
H∑

h=1

γ̂EVB
h ωbhω

⊤
ah

γ̂EVB
h =

{
γ̆VB
h if γh > γ

h
and ∆h ≤ 0

0 otherwise

γ
h
= (

√
L+

√
M)σ

c̆2ah c̆
2
bh

=
1

2LM

(
γ2
h − (L+M)σ2 +

√
(γ2

h − (L+M)σ2)
2 − 4LMσ4

)
∆h = M log

( γh
Mσ2

γ̆VB
h + 1

)
+L log

( γh
Lσ2

γ̆VB
h + 1

)
+

1

σ2

(
−2γhγ̆

VB
h +LMc̆2ah c̆

2
bh

)
ただし，γ̆VB

h は cahcbh = c̆ah c̆bhが与えられたときの変分ベイズ解である． ♢
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定理 2及び定理 3を用いると，(12)–(15)あるいは (12)–(17)を繰り返し解く ICMアル
ゴリズムよりも高速かつ確実に変分ベイズ解が得られるため，これらの定理は実用上非
常に有用である．ノイズ分散 σ2が未知の場合には，これらの定理を用いて σ2以外のパラ
メータの解析解を得ながら，σ2に関する 1次元の最適化を行えば良い [39]．

3.3.3 モデル起因正則化

定理 2および定理 3 では，複雑な 4次方程式を解くことによって変分ベイズ解を得る
ため，必ずしも直感的な解釈がしやすいとはいえない．そこで以下では，解が非常に簡単
な形で表現できる 2つの場合を考え，変分ベイズ法の振る舞いについてより詳細に議論す
ることにする．
事前分布の分散を無限に大きくとる（cahcbh → ∞）と，事前分布は殆ど平坦になる．こ
のとき，4次方程式 (28) は以下のように表現することができる．

lim
cahcbh→∞

f(γ̂h) =

(
γ̂h +

M

L

(
1−σ2L

γ2
h

)
γh

)(
γ̂h +

(
1−σ2M

γ2
h

)
γh

)
·
(
γ̂h −

(
1−σ2M

γ2
h

)
γh

)(
γ̂h −

M

L

(
1−σ2L

γ2
h

)
γh

)
= 0

定理 2によれば，γh > limcahcbh→∞ γ̃h =
√
Mσ2が成立するとき，4次方程式の 2番目に

大きい解が変分ベイズ解となる．このことから次の系が得られる．

系 1 (Nakajima et al. (2013) [39]). 平坦事前分布 ( cahcbh → ∞)に対する変分ベイズ解は

lim
cahcbh→∞

γ̂VB
h = γ̂PJS

h = max

{
0,

(
1− Mσ2

γ2
h

)
γh

}
(29)

で与えられる． ♢

系 1より，変分ベイズ解の各特異値は positive-part James-Stein (PJS) 推定量 [24, 29]

の形で縮小されることがわかる．平坦事前分布を用いているにもかかわらずこのような強
い正則化がかかることは一見すると直感に反するかも知れないが，フィッシャー計量の体
積要素（すわなちジェフリーズ事前分布 [25]）が顕著に不均一であることを考えれば，自
然な結果である．この正則化は事前分布ではなく確率モデルの構造に起因するため，モデ
ル起因正則化と呼ばれる [36]．
L = M の場合にも，4次方程式 (28)を因数分解することによって解が単純な形で得ら
れる．γh >

√
Mσ2の場合，

f square(γ̂h) =

(
γ̂h + γ̂PJS

h +
σ2

cahcbh

)(
γ̂h + γ̂PJS

h − σ2

cahcbh

)
·
(
γ̂h − γ̂PJS

h +
σ2

cahcbh

)(
γ̂h − γ̂PJS

h − σ2

cahcbh

)
= 0

の 2番目に大きい解が大域解であることを利用すれば，以下の系が得られる．
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系 2 (Nakajima et al. (2013) [39]). L = M のとき，変分ベイズ大域解は

γ̂VB−square
h = max

{
0, γ̂PJS

h − σ2

cahcbh

}
(30)

で与えられる． ♢

式 (30)から，正方行列の場合にはモデル起因正則化（γ̂PJS
h ）と事前分布に起因する正

則化（−σ2/(cahcbh)）とが分離できることがわかる．
実は，行列分解モデル (6)，(8)および (9) に対するMAP推定量は以下で与えられるこ
とが知られている [36]：

γ̂MAP
h = max

{
0, γh −

σ2

cahcbh

}
(31)

γPJS
h < γhであるので，変分ベイズ解 (30)はMAP解 (31)によって上からバウンドされる
ことがわかる．なお，MAP解 (31)はトレースノルム正則化によるノンベイズなスパース
推定

min
U

∥V − U∥2Fro + λ∥U∥tr

において，λ = 2σ2

cahcbh
としたときの解に一致することも知られている [50, 10]．

変分ベイズ法を必要とするモデルの殆どは，確率分布とパラメータとが 1対 1対応し
ない特異モデルに属し（4.1.3節参照），そこでは一般に，フィッシャー計量の不均一性に
よって起こるモデル起因正則化が顕著に現れる．モデル起因正則化は，ユーザーの意図と
無関係に起こるという意味でモデリングによるアーティファクトであると捉えることもで
きるが，これをジェフリーズ事前分布を用いて抑制することは，以下に述べる二つの理由
によって推奨されない．第 1に，特異モデルのジェフリーズ事前分布の多くが，無限遠で
発散するような規格化不可能（improper）な分布であり，近似的にもベイズ学習を行うこ
とは困難である．第 2に，モデル起因正則化は適切な正則化やモデル選択に貢献する場合
が多い．たとえば平坦事前分布における行列分解の変分ベイズ解は PJS推定量に一致す
る（系 1）が，この推定量は次元とノイズとのバランスをとる優れた推定量であることが
知られている [29]．また，3.3.5節で議論するように，変分ベイズ主成分分析のモデル起
因正則化による次元選択が，ある条件下で非常に良い性能を発揮することが理論的にも証
明されている．

3.3.4 変分ベイズ法の相転移現象

系 1に見られるように，変分ベイズ法は小さい特異値成分を無視してスパースな解を出
力する．これはモデルの「枝狩り」機能として作用し，変分ベイズ法の便利な特徴のひと
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図 1: Bayes posteriors (top row) and the VB posteriors (bottom row) of a scalar factor-

ization model (i.e., a MF model for L = M = H = 1) with σ2 = 1 and ca = cb = 100

(almost flat priors), when the observed values are V = 0 (left), V = 1 (middle), and

V = 2 (right), respectively. In the top row, the asterisks indicate the MAP estimators,

and the dashed lines the ML estimators (the modes of the contour). In the bottom row,

the asterisks indicate the VB estimators.

つとみなされている．ところが，実は厳密なベイズ学習にはこの枝狩り機能がないことが
知られている [36]．
枝狩りは，自由エネルギー最小化問題の相転移現象に起因する．混合分布モデルにおい
ては，対称性が自発的に破れたときにモデルが枝狩りされることが報告されている [33]．
一方，行列分解モデルにおいては対称性が破れない場合に枝狩りが起こる．Fig. 1に，
L = M = H = 1の場合のベイズ事後分布（上段）と変分ベイズ事後分布（下段）を示
す．ここでは単位ノイズ分散 σ2 = 1およびほぼ平坦な事前分布 ca = cb = 100を仮定して
いる．
Fig. 1からわかるように，ベイズ事後分布は V = 0の場合を除いて 2つのピークを持
ち，ピーク間距離は観測の絶対値 |V |に従って増大する．一方，変分ベイズ事後分布はベ
イズ事後分布を (A,B)間の独立性を保持しながら近似するため，|V |が十分大きくなるま
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で（V ≤ 1）は原点から離れられない．|V |が十分大きくなると（V = 2），対称性が自発
的に破れて 2つのピークのうちのいずれかを近似するように原点から移動する．ここで，
(A,B) ≈ (−

√
1.5,−

√
1.5)も等価な解であることに注意する．

式 (29) より，対称性の破れは V > γ̃h ∼
√
Mσ2 = 1で起こることがわかる．この量は，

特異値に混入するノイズの（全特異成分にわたる）期待値である．この効果により，変分
ベイズ法ではノイズが支配的な成分が枝狩りされる．

3.3.5 変分ベイズ主成分分析の次元推定性能

古典的な多変量解析法である主成分分析 [19]を確率的に解釈 [53]すると，行列分解モデ
ルが得られる．具体的にはまず，観測値 v ∈ RLが本質的には隠れ変数 ã ∈ RH にのみ以
下の形で依存すると仮定する：

v = Bã+ ε (32)

ここで，B ∈ RL×Hは入出力間の線形関係を記述するローディング行列である．ノイズは
ガウス分布 ε ∼ NL(0, σ

2IL)に従うと仮定する．
M 個のサンプル V = (v1, . . . ,vM)が与えられる場合を考え，これらが ã ∼ NH(0, IH)

に従う隠れ変数 A⊤ = (ã1, . . . , ãM)に式 (32)の形で依存すると仮定する．これは行列分
解モデル (6), (8)および (9)において，CA = IH と設定したものと一致する．
確率的主成分分析に変分ベイズ法を適用すると，いくつかの推定特異値が自動的に 0と
なり，主成分の次元数の選択を行えることが知られている [7]．この効果の有用性は実験的
に示されているが [37]，厳密なベイズ学習では起こらない変分ベイズ法固有の効果である
ため，その正当性には議論の余地があった．この疑問に応えるべく，ノイズ分散 σ2を含む
すべての未知数をデータから推定したときの次元数選択性能が理論的に調べられた [40]．
そこでは，σ2の推定値の上界および下界を求めたうえでランダム行列理論 [34, 4, 20, 35]

を適用することによって，変分ベイズ法がある条件のもとで高い確率で正しい次元数を選
択できることが証明された．

3.3.6 他のモデルへの拡張

全観測変分ベイズ行列分解モデルの大域解析解導出には，変分ベイズ事後共分散が対
角であること（定理 1）および変分ベイズ推定量が縮小特異値分解になっていること（補
題 1）を用いて，同時に考えなければならない未知変数の数をO(1)個にまで減らせた（補
題 2）ことが本質的である．
残念ながら，このような性質が成立するモデルは全観測行列分解の他には見つかってお
らず（部分観測行列分解では，定理 1，補題 1および補題 2のいずれも成立しない），大
域解析解導出の見通しは立っていない．しかし，定理 3をサブルーチンとして利用するこ
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とにより，標準的な手法によって導出される ICMアルゴリズムよりも効率的に良い局所
解を出力するアルゴリズムが，いくつかのモデルにおいて提案されている．
主成分分析に外れ値項を追加したロバスト主成分分析においては，部分問題に対して定
理 1を繰り返し適用する期待値逐次更新法（mean update）と呼ばれるアルゴリズムが提
案されている [38]．また，部分観測行列分解においても定理 3がサブルーチンとして利用
され，さらに非ガウスノイズへの拡張も行われた [48]．今後の更なる発展が期待される．

4 変分ベイズ学習の漸近理論
本節では，変分ベイズ学習の漸近論を紹介する．4.1節で解析対象である汎化誤差およ
び自由エネルギーの漸近形を示し，4.2節で最新の解析結果を紹介する．

4.1 漸近学習理論の基礎

2節の冒頭では，ベイズ学習と変分ベイズ学習を導出するために vが p(v|θ)に従うと
仮定した．しかし，実際に統計的学習を行う場合，仮定するモデルが正しいかどうかはわ
からない場合が殆どである．そのような一般的な状況で客観的にモデルと学習方法の良
さを評価するために，統計的学習理論では vが「本当に」従う真の分布 q(v)を仮定する．
ただし，この q(v)は統計的学習のユーザーには未知である．統計的学習の目的は，学習
データVnから真の分布 q(v)を推定することであり，統計的学習理論の目的は，q(v)がど
のような分布の場合に学習がうまくいくかを解明することである．

4.1.1 汎化誤差および自由エネルギーの漸近形

パラメータの事後分布 r̂(θ|Vn)が得られたとき，q(v)は予測分布

p(v|Vn) = ⟨p(v|θ)⟩r̂(θ|Vn) (33)

によって推定される．事後分布は，ベイズ学習の場合には

r̂Bayes(θ|Vn) = p(θ|Vn)

であり，変分ベイズ学習の場合は最小化問題 (4)の解，事後確率最大化法の場合はデルタ
関数となる：

r̂MAP(θ|Vn) = δ(θ = θ̂)

通常，独立なサンプルの数 nが多ければ多いほど q(v)に関する多くの情報が観測され
るため，予測分布 (33)は真の分布 q(v)に近づく．この近さをカルバック擬距離 [30]で測っ
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た量

G(Vn) = D(q(v)∥p(v|Vn)) =

⟨
log

q(v)

p(v|Vn)

⟩
q(v)

(34)

を汎化誤差と呼ぶ．
汎化誤差 (34) は 1回の学習における評価値であり，学習データの実現値 Vnに依存す
る．統計的学習理論では，学習モデルと学習方法の一般的な性能を調べるために，真の分
布 q(Vn) =

∏n
i=1 q(v

(i))に従う学習データに関する期待値

G(n) = ⟨G(Vn)⟩q(Vn) (35)

の振る舞いを解析する．この量は，サンプル数 n，仮定するモデル（モデル分布と事前分
布の組）および学習方法に依存する量である．
モデルが真の分布を含む場合，すなわち q(θ) = p(v|θ∗)を満たす θ∗が存在する場合を
考える．このとき，適切な学習方法を用いる限り，汎化誤差は n → ∞の漸近極限で以下
のオーダーで 0に収束する：

G(n) = λn−1 + o(n−1)

主要項の係数 λ は汎化係数と呼ばれる．λが小さいほど優秀な学習方法と言えるので，こ
れを理論的に求めることによって学習方法の良さを評価できる．
自由エネルギー (3)の解析も重要である．ベイズ学習の場合，自由エネルギーは周辺対
数尤度（の符号反転）に一致し，その挙動は汎化誤差の挙動と強く関連している．また，
自由エネルギーは変分ベイズ法が最小化する目的関数であり，その解析を通して変分ベイ
ズ解の振る舞いに関する知見を得ることができる．
自由エネルギーF (r̂)から真のエントロピー− log q(Vn)を引いたものを，規格化自由エ
ネルギーと呼ぶ．規格化自由エネルギーの学習サンプルの出方に関する期待値

F (n) = ⟨F (r̂) + log q(Vn)⟩q(Vn) (36)

は，サンプル数 nを増やしたとき以下のように漸近展開することができる [60]：

F (n) = λ′ log n+ o(log n)

λ′は自由エネルギー係数と呼ばれる．

4.1.2 正則モデルの学習理論

ここでは，真のパラメータ θ∗が θの定義域の内点に存在し，また，θ∗のまわりでモデ
ル分布 p(v|θ)とパラメータ θとが 1対 1対応する場合を考えることにする．また，θから
p(v|θ)への対応が，θ∗のまわりでなめらかであることも仮定する．これらの仮定のもと，
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汎化誤差 (35) および規格化自由エネルギー (36)をテイラー展開することにより，これら
の量の nが大きい場合の漸近的な振る舞いを解析することができる [11, 45, 46]．具体的
には，汎化係数は最尤法，MAP法およびベイズ学習に共通して，

2λRegular = K (37)

で与えられることがわかっている．ここで，Kは θの次元数を表す．式 (37)は，汎化誤
差の漸近的な主要項がパラメータの次元数のみに依存することを示唆しており，赤池情
報量規準 (AIC; Akaike’s information criterion)[1]やその拡張の理論的根拠となっている
[27, 49, 52, 26, 51]．
自由エネルギー係数については

2λ′
Regular = K (38)

が成り立つことが知られており，これをもとにしたモデル選択規準がベイズ情報量規準
(BIC; Bayesian information criterion) [47]である．ベイズ情報量規準は，情報理論の文
脈で提案された記述長最小化 (MDL; minimum description length)規準 [43, 23] と等価で
ある．

4.1.3 特異モデルのベイズ学習理論

確率分布とパラメータとが 1対 1対応しないモデルは，特異モデルと呼ばれる [15]．多
くの特異モデルでは，真の分布 q(v)を表現するために最低限必要な数以上の自由度をモ
デル分布 p(v|θ)が持つとき，p(v|θ∗) = q(v)を満たす θ∗が 1点に定まらない．そのよう
な場合，p(v|θ∗) = q(v)を満たす θ∗の集合上でフィッシャー計量が特異となり，n → ∞
における漸近挙動を調べるために汎化誤差や自由エネルギーを θ∗のまわりでテイラー展
開することができない．
特異モデルに対しては，一般に式 (37)や式 (38)のような単純な関係が成り立たないこ
とが知られている．近年，代数幾何学を駆使した特異学習理論 [61, 60]によって自由エネ
ルギー係数 λ′Bayesを計算する方法が確立し，縮小ランク回帰モデル，混合分布モデル，隠
れマルコフモデルなど，多くの特異モデルに対して λ′Bayesの上界および下界が求められ
た [59, 62, 64, 63, 44, 2]．
任意のモデルに対して，ベイズ学習の汎化誤差と規格化自由エネルギーとの間に以下の
関係が成り立つことが知られている [31]：

G(n) = F (n+ 1)− F (n)

このことから，自由エネルギー係数と汎化係数が一致する事がわかる：

λBayes = λ′Bayes (39)

そのため，特異学習理論によって自由エネルギー係数を求めることにより，特異モデルに
対するベイズ学習の汎化性能が評価できる．
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図 2: Linear neural network.

4.2 変分ベイズ学習の漸近解析

本節では，変分ベイズ学習の汎化係数および自由エネルギー係数の漸近解析の結果を
紹介する．ベイズ学習では，自由エネルギー係数の振る舞いを解析することによって，式
(39)を通して汎化係数の振る舞いを明らかにすることができた．しかし変分ベイズ法で
は，ベイズ学習の汎化係数と自由エネルギー係数との関係 (39)が成立しないため，多く
のモデルに対して自由エネルギー係数の上界および下界が明らかにされているにもかか
わらず，汎化係数の振る舞いに関しては未だ解明されていない点が多い．以下では，汎化
係数が解明されている縮小ランク回帰モデルに対する研究結果を紹介するとともに，混合
ガウス分布に対する理論解析の結果を紹介する．

4.2.1 縮小ランク回帰モデル

縮小ランク回帰モデル [5, 42]は，多次元入力ベクトル x ∈ RM と多次元出力ベクトル
y ∈ RL との間の線形関係を学習するために用いられる：

y = BA⊤x+ ε (40)

パラメータは行列A ∈ RM×H およびB ∈ RL×H であり，ノイズは独立なガウス分布に従
うと仮定する．

ε ∼ NL(0, σ
′2IL)

ここで，Idは d次元の単位行列を表す．このモデルのパラメータの自由度はみかけ上 (L+

M)Hであるが，式 (7)と同様の冗長性により，実質的な自由度は

K = (M + L)H −H2 (41)

である．縮小ランク回帰モデルは，Fig. 2のような線形神経回路網として表すこともで
きる．
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ここで，n組の学習データ Vn = {(x(1),y(1)), . . . , (x(n),y(n))} が与えられる場合を考え
る．この学習データに対する尤度は，次式で与えられる．

p(Vn|A,B) ∝ exp

(
− 1

2σ′2

n∑
i=1

∥y(i) −BAx(i)⊤∥2
)

(42)

学習データVnは事前に中心化されており，また，入力は白色化されていると仮定する [21]：

1

n

n∑
i=1

x(i) = 0
1

n

n∑
i=1

y(i) = 0
1

n

n∑
i=1

x(i)x(i)⊤ = IM

このとき入出力間の共分散行列

V =
1

n

n∑
i=1

y(i)x(i)⊤ (43)

を用いると，確率モデル (42) はパラメータA,Bの関数として

p(Vn|A,B) ∝ exp
(
− n

2σ′2∥V −BA⊤∥2Fro
)

(44)

と表すことができる．確率モデル (44)は，3.1節で紹介した行列分解モデルにおいてノイ
ズ分散を

σ2 = σ′2/n (45)

とおいたものと等価であることに注意する．従って，正定値対角共分散 (CA, CB)を持つ
ガウス事前分布

p(A) ∝ exp

(
−1

2
tr
(
AC−1

A A⊤))
p(B) ∝ exp

(
−1

2
tr
(
BC−1

B B⊤))
を仮定し，パラメータA,B間の独立性制約

r(A,B) = rA(A)rB(B)

を課すことにより，変分ベイズアルゴリズム (12)–(15)および自由エネルギー (20)が得ら
れる．ただし，これらは式 (45)を通してサンプル数 nに依存することに注意する．以下，
簡潔な記述のためにL ≤ M を仮定する．L > M の場合は，3節の場合と同様の操作によ
り，L ≤ M の場合の結果から容易に推察することができる．
ハイパーパラメータ (CA, CB)およびノイズ分散 σ′2が既知である場合，以下の定理が成
り立つ．
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定理 4 (Nakajima and Watanabe (2007) [41]). 大サンプル極限 n → ∞において，縮小ラ
ンク回帰モデルの変分ベイズ解は

ÛVB = B̂Â⊤ =
H∑

h=1

γ̂VB
h ωbhω

⊤
ah

+Op(n
−1)

と表すことができる．ただし

γ̂VB
h = γ̂PJS

h = max

{
0,

(
1− Mσ′2

nγ2
h

)
γh

}
♢

サンプル数が増えるにつれて事前分布の影響は相対的に小さくなることから，縮小ラン
ク回帰モデルの漸近解は，行列分解モデルの均一事前分布解（3.3.3節の系 1）に収束する
ことがわかる．
予測分布に関しては，以下の補題が成り立つ．

補題 3 (Nakajima and Watanabe (2007) [41]). 縮小ランク回帰モデルの予測分布は，大
サンプル極限において以下のように表現できる：

p(y|x,Vn) = NL(y; Σ̂ÛVBx, Σ̂) +Op(n
−3/2)

ここで，予測共分散行列 Σ̂は

Σ̂ = IL +Op(n
−1)

で与えられる． ♢

次に，汎化誤差および自由エネルギーを評価する．学習対象の真の分布は，パラメータ
(A∗, B∗)を持つ縮小ランク回帰モデルであり，B∗A∗⊤のランクはH∗であると仮定する．
H < H∗の場合はモデルの表現力が足りないため，汎化誤差は 0に収束せず，汎化係数は
意味を成さない．よってH ≥ H∗の場合のみを考えることにする．
3.3.1節で述べたように，行列分解モデルの変分ベイズ事後分布は完全に記述すること
ができる [39]．解析解を式 (20)に代入することによって以下の定理が得られる．

定理 5 (Nakajima and Watanabe (2007) [41]). 縮小ランク回帰モデルの規格化自由エネ
ルギー (36)は，大サンプル極限において以下のように表すことができる：

F = λ′ log n+O(1)

ただし，

2λ′ = H∗(L+M) + (H −H∗)L

♢
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汎化係数の解析は，真の行列 B∗A∗ を表現するために必要な成分 {(ah, bh);h =

1, . . . , H∗}からの寄与と，冗長な成分 {(ah, bh);h = H∗ + 1, . . . , H}からの寄与を別々
に考えることによって行われる．必要な成分は正則モデルの場合と同様に振るまうため，
それらの汎化係数への寄与は自由度 (41)のみから決まる．一方，冗長な成分はWishart

分布に従うため，その固有値分布が汎化係数に影響する．行列サイズ (L,M)が十分大き
いことを仮定すると，Wishart行列の固有値分布を記述するMarčenko-Pastur則 [34, 55]

を用いることができ，汎化係数を計算することができる．

定理 6 (Nakajima and Watanabe (2007) [41]). (L,M,H,H∗)が互いの比を保って無限大
に近づく大スケール極限において，縮小ランク回帰モデルの変分ベイズ汎化係数は次式で
与えられる：

2λ̃ = (H∗(M + L)−H∗2) +
(M −H∗)(L−H∗)

2πα

{
J(st; 1)− 2κJ(st; 0) + κ2J(st;−1)

}
ここで

α = (L−H∗)/(M −H∗)

β = (H −H∗)/(L−H∗)

κ = M/(M −H∗)

J(s; 1) = 2α(−s
√
1− s2 + cos−1 s)

J(s; 0) = −2
√
α
√
1− s2 + (1 + α) cos−1 s− (1− α) cos−1

√
α(1 + α)s+ 2α

2αs+
√
α(1 + α)

J(s;−1) =

2
√
α

√
1−s2

2
√
αs+1+α

− cos−1s+ 1+α
1−α

cos−1
√
α(1+α)s+2α

2αs+
√
α(1+α)

(0 < α < 1)

2
√

1−s
1+s

− cos−1 s (α = 1)

であり，stは J(s; 0)の逆関数 J−1(·; 0)を用いて

st = max
(
(κ− (1 + α))/2

√
α, J−1(2παβ; 0)

)
で与えられる． ♢

定理 5で得られた変分ベイズ自由エネルギー係数の振る舞いを，代数幾何学的手法に
よって計算されたベイズ自由エネルギー係数 [2]とともに Fig. 3に示す．この図より，自
由エネルギー係数の振る舞いが，変分ベイズ法とベイズ学習とで非常に似ていることがわ
かる．一方，定理 6によって得られた変分ベイズ汎化係数を，最尤法の汎化係数 [14]およ
びベイズ学習の汎化係数とともに Fig. 4に示す．ここで，関係 (39)よりベイズ学習の汎
化係数はFig. 3のベイズ自由エネルギー係数と一致することに注意する．変分ベイズ汎化
誤差はベイズ汎化誤差と同程度に小さいが，H に対する依存性はむしろ最尤法に似てい
ることがわかる．自由エネルギー係数の挙動の類似性（Fig. 3）と汎化係数の挙動の不一
致性（Fig. 4）より，ベイズ学習において成立する単純な関係 (39)が，変分ベイズ法にお
いては近似的にも成立しないことが示唆される．
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図 3: The variational Bayes (VB) and the Bayes free energy coefficients in the reduced

rank regression model with L = 30, M = 50, H = 1, . . . , 30, and H∗ = 0. The VB and the

Bayes free energies almost coincide with each other. ‘Regular’ indicates the free energy

coefficient in a regular statistical model with the same degrees of freedom K, which is

given by Eq.(41).
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図 4: The variational Bayes (VB), the maximum likelihood (ML), and the Bayes gener-

alization coefficients when L = 30, M = 50, H = 1, . . . , 30, and H∗ = 0.

4.2.2 混合ガウス分布

観測値 x ∈ RM が，混合数Hの混合ガウス分布

p(x|θ) =
H∑

h=1

ahNM(x;µh, Σh) (46)

に従うと仮定する．簡単のために各ガウス成分の共分散はすべて Σh = IM であると仮定
すると，モデルのパラメータは

θ =

{
(ah,µh); ah ∈ R,µh ∈ RM , h = 1, . . . , H, ah ≥ 0,

H∑
h=1

ah = 1

}
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である．また，n個の学習サンプルX n = (x(1), . . . ,x(n))に対する尤度は，

p(X n|θ) =
n∏

i=1

(
H∑

h=1

ahNM(x(i);µh, IM)

)
(47)

で与えられる．式 (47)は混合分布の積であり，一般にO(Hn)個の項に展開されるためそ
のまま計算することは困難である．しかし，もし各サンプル x(i)がH個のガウス成分の
うちのどれから生成されたかがわかっているとすると，異なる成分間の相関が無くなる．
そこで，{(i, h); 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ h ≤ H}に対して，以下の隠れ変数を定義することにする：

y
(i)
h =

{
1 i番目のサンプルが h番目のガウス成分から生成された
0 それ以外

(48)

n個すべてのサンプルに対して Yn = (y(1), . . . ,y(n))が与えられていると仮定すると，尤
度関数を以下のように単一の項で表すことができる：

p(X n,Yn|θ) =
n∏

i=1

H∏
h=1

(
ahNM(x(i);µh, IM)

)y(i)h (49)

観測値と隠れ変数の組 (x,y)は完全データと呼ばれ，式 (49)は完全データに対する尤度
関数と呼ばれる．実際には隠れ変数Ynは未知であるため，隠れ変数を導入したことよっ
て推定しなければならない変数は増えてしまうが，式 (47)が含む和

∑H
h=1を積

∏H
h=1に変

えるメリットは非常に大きい．なぜならば，単項の尤度関数 (49)に対しては，パラメー
タの部分集合に対する共役事前分布が存在するからである．これは，混合分布モデルに対
して最尤推定を行う EMアルゴリズムを導出する際に用いられたトリックである [12]．
混合ガウスモデルに対して変分ベイズ法を導出するには，完全尤度 (49)を，{µh}を固
定して {ah}の分布関数とみたときの共役事前分布

p({ah}) = D({ah}; {α0, . . . , α0}) (50)

と，{ah}を固定して {µh}の分布関数とみたときの共役事前分布

p(µh) = N (µh;β0, c
2) (51)

を用いて，以下の独立性制約を仮定する [3]：

r(Yn,θ) = r(Yn)r(θ)

ここで，

D({ah}; {αh}) =
Γ (
∑H

h=1 αh)∏H
h=1 Γ (αh)

H∏
h=1

aαh−1
h
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はDirichlet分布であり，Γ (·)はガンマ関数である．{ah}と {µh}の間の独立性は完全尤
度と事前分布 (49)–(51)によって自動的に満たされるため，明示的に制約を加える必要は
ない．
変分法によって自由エネルギー

F (r) =
∑
Yn

∫
r(Yn,θ) log

r(Yn,θ)

p(Yn,θ|X n)
dθ

を最小化すると，変分ベイズ事後分布が以下の形に分解できることがわかる：

r(Yn,θ) =

(
n∏

i=1

r(y(i))

)(
H∏

h=1

r(ah)r(µh)

)

ただし

r({ah}) = D({ah}; {α̂h})
r(µh) = NM(µh; µ̂h, σ

2
h)

r(y(i)) ∝ exp

(
H∑

h=1

y
(i)
h

{
Ψ(α̂h)− Ψ

(
H∑

h′=1

α̂h′

)
− 1

2

(
∥xi − µ̂h∥2 +Mσ̂2

h

)})

であり，分布を記述するパラメータは以下のように与えられる：

α̂h = Nh + α0 (52)

µ̂h = σ2
h

(
Nhxh + β0c

−2
)

(53)

σ̂2
h =

1

Nh + c−2
(54)

Nh =
n∑

i=1

y
(i)
h (55)

xh =
1

Nh

n∑
i=1

y
(i)
h x(i) (56)

y
(i)
h = r(y

(i)
h = 1) ∝ exp

(
Ψ(α̂h)−

1

2

(
∥xi − µ̂h∥2 +Mσ̂2

h

))
(57)

ここで，

Ψ(x) =
∂ logΓ (x)

∂x

はディガンマ関数である．式 (52)–(57) を繰り返し適用することによって自由エネルギー
の局所最小解が得られる [3]．
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混合分布モデルにおける変分ベイズ法の性質を調べるために，真の分布が

p(x|θ∗) =
H∗∑
h=1

a∗hNM(x;µ∗
h, IM)

であると仮定する．このとき，自由エネルギー係数に関して以下の定理が成り立つ．

定理 7 (Watanabe and Watanabe (2006) [57]). 分散既知の混合ガウス分布の自由エネル
ギー係数は以下のようにバウンドされる：

(H − 1)α0 +
M

2
≤λ′ ≤ (H −H∗)α0 +

MH∗ +H∗ − 1

2
for α0 ≤

M + 1

2
(58)

λ′ =
MH +H − 1

2
for α0 >

M + 1

2
(59)

♢

定理 7より，混合係数 {ah}上の事前分布 (50)が持つハイパーパラメータ α0が，変分
ベイズ解の振る舞いに強く影響することがわかる．ここで，α0 ≤ (M + 1)/2のときに

(H −H∗)α0 +
MH∗ +H∗ − 1

2
≤ MH +H − 1

2

が成り立つことに注意すると，α0 ≤ (M + 1)/2に対する自由エネルギー係数 (58)が，
α0 > (M + 1)/2に対する自由エネルギー係数 (59)以下であることがわかる．
実は (58)の上界を導出する過程で，α0 ≤ (M + 1)/2のときは冗長なガウス成分の混合
係数がすべて 0になることが発見された（すなわち α̂h = 0 for h = H∗ + 1, . . . , H）[57]．
一方，α0 > (M + 1)/2の場合には冗長な成分の混合係数は消えずに，複数のガウス成分
の平均値パラメータ µ̂hが重複することによってH∗個のガウス成分が表現される．この
相転移現象はシミュレーションによっても確認されている．この結果より，変分ベイズ法
の枝狩り効果によって混合成分の数を決定する際には，事前分布を α0 ≤ (M + 1)/2とな
るように設定することが重要であることがわかる．

4.2.3 他のモデルへの拡張

混合ガウス分布において自由エネルギー係数（定理 7）を導出した方法は，混合指数分
布族 [58]，隠れマルコフモデル [18]およびベイジアンネットワーク [56]など，比較的広い
範囲のモデルに適用され，自由エネルギー係数のバウンドが導出された．また，混合ガ
ウス分布の場合と同様に，自由エネルギー係数の解析を通してDirichlet事前分布のハイ
パーパラメータ設定に関する指針も与えられている．
一方，縮小ランク回帰モデルの汎化係数（定理 6）は大域解析解（定理 2）を利用して
得られた結果であるため，この方法を他のモデルに適用することは現在のところ困難であ
る．また，厳密なベイズ学習の場合と異なり，自由エネルギー係数の解明は汎化係数の解
明に直接つながらない．一般のモデルに適用可能な新たな汎化性能解析法の開発が待た
れる．
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5 まとめ
本論文では，近年発展してきた変分ベイズ法の学習理論研究を紹介した．全観測行列分
解モデルに対しては，変分ベイズ法のモデル起因正則化やスパース性誘起メカニズムが解
明され，ベイズ法との違いなどの多くの興味深い性質が明らかになっている．また，自由
エネルギーの漸近解析は，混合分布モデル，隠れマルコフモデルやベイジアンネットワー
クモデルにおける事前分布設定に指針を与えている．
一方，縮小ランク回帰モデルを除く多くの特異モデルに対しては，変分ベイズ法の汎化
性能は未解明である．本論文で紹介した解析手法のさらなる発展により，より多くのモデ
ルに対して変分ベイズ法の性質を明らかにすることが今後の課題である．
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