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はじめに

スパース正則化は、いかに観測デー

タを少ない数の説明変数や基底関数

で説明するか、という問題（変数選択）

に対するひとつの近似解法として統

計科学 1) や信号処理 2)、3) の分野で研

究されてきた。一方、近年、パター

ン認識や機械学習の分野では SVM に

代表されるカーネル法4)の成功によっ

て非常に多数の説明変数を用いるこ

とが日常的になってきたため、スパー

ス正則化を含む新しい正則化の方法

に注目が集まっている。例えばマル

チカーネル学習 5)、6) と呼ばれる手法

は（特別な場合に）ひとつのスパー

ス正則化法とみなせることが明らか

になり、統計、信号処理、機械学習

の問題を個別に扱うのではなく包含

するような枠組みやアルゴリズムが

求められている。

問題設定
本解説ではスパース正則化学習あ

るいはスパース正則化信号復元を次
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の最適化問題の解として定義する：

ここでw はn 次元のベクトルで求め

たい判別関数の係数ベクトルであっ

たり、復元されるべき信号であると

する。L は損失関数、A( ∈ RmXn) はデ

ザイン行列で、通常は観測の数m が

未知変数の数n より小さい。φλは正

則化項である。ここでは損失関数は

下に凸で 2 階微分可能とする。微分

可能でない損失関数（例えばマルチ

カーネル学習で用いられるヒンジ関

数）は別に扱う必要がある。正則化

関数φλは下に凸であるが、微分不可

能であってもよい関数で、任意の正

の定数η>1 について、       と仮定

する。また、λ>1を正則化定数と呼ぶ。

[ 例 ] 例えば ,            

とおくと、以下の最適化問題を得る。

ただし   は通常のユークリッドL2 ノ

ルム、           はL2 ノルムを表す。

これは不良設定な最少2乗あてはめ問

題をL1 ノルムを用いて正則化したも

のであるが、L1 ノルムの原点での微

分不能性のために有限のλ>1でスパー

スな、すなわち係数ベクトルw が多く

のゼロ要素を含むような最適解を持

つことが知られていて、統計科学で

は lasso(least absolute shrinkage 

and selection operator)1) と呼ばれ

ている。

この他にも損失関数は解きたい問

題に応じて尤度関数の対数などから

様々なものが得られる。例えばロジ

スティック関数 7):

 

が挙げられる。

最適化アルゴリズム

本解説では式 (1) の最適化問題を

効率よく解くアルゴリズムを扱う。

これまでに多くの方法が提案されて

きた。

難しさの由来
最適化問題 (1) はなぜ解くのが難

しいのだろうか？そのひとつの理由

は微分不可能であるということであ
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スパース正則化は凸最適化を通して変数選択や多様な情報源の統合を実現するための系統的な枠組みとして近年注目さ
れている。多くのスパース正則化法は滑らかでない最適化問題として定式化されるため、このような問題を効率的に解く
方法が求められている。本解説論文では、一般の凸な損失関数と広いクラスの正則化関数に対する最適化手法をproximal 
minimization の枠組みから導出し、理論的な性質を議論し、既存の手法との関係を解説する。また、スパース正則化の特別な
場合としてマルチカーネル学習を取り上げ、これを画像認識に応用する。

スパース正則化およびマルチカーネル
学習のための最適化アルゴリズムと
画像認識への応用
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る。そこで 1 つの方法として (1) を

拘束条件を持つ微分可能な問題に書

き直し、 内点法 8) を適用することが

考えられる。内点法は特別な損失／

正則化関数の場合には多項式時間で

解けることが知られているなど理論

的には魅力的であるものの、学習や信

号復元の問題ではデザイン行列A が

密であるため、実際の計算時間では

多くの既存手法に遅れを取っている。

微分不可能性が最適化問題 (1) を

解く際の唯一の障害だろうか？ここ

でデザイン行列A が単位行列である

と仮定し、簡単のため (2) の損失関

数と正則化関数の組を考える。

  　　　　

であるので、上の式を最小化するw*
j は：

これをbj からwj への関数とみて 

Soft-Thresholding 関 数 9)10)11)12)13) と

呼び、その概形を図 1(b) に示した。

この関数の形からL1 正則化がいかに

スパースな解をもたらすかというこ

とを端的に見ることができる。すな

わち、- λからλ間の値はゼロに切

り捨てられ、絶対値λ以上の値は原

点方向にλだけ縮小されている。こ

れは一種の非線形ノイズ除去処理と

見てもよい。結局、A=In の場合、損

失項が変数ごとに分離しているため、

最適化問題 (2) は解析的に解くこと

ができることがわかった。

Proximity operator
上 で 見 た Soft-Thresholding 関

数 は Mreau14) に よ っ て proximity 

operator と名付けられ研究された

（Combettes & wajs11）も参照）。一般

に関数f の Moreau's envelope F は以

下で定義される：

   

 　　

さらに、z から最小化を達成する点へ

の対応を proximity operator と呼

び、以下のように定義する：

 

[ 事実 1] 一般に下に凸で下半連続な

関数f とその凸共役注 1 （Legendre 変

換）f* に関して以下が成り立つ：

この式はz の一種の直交分解とみなす

ことができて、Combettes & Wajs11）で

はこの式をz のf に関する Moreau's 

decomposition と呼んでいる。

[ 事実 2] 一般に下半連続な下に凸な

関数f の Moreau's envelope F は微

分可能で、その微分は

△

wF(w)=Proxf*

で与えられる。（第 1 図参照）た

だしProxf* は f の凸共役に関する 

proximal operator である。

Iterative Shrinkage/Thresholding 
(IST) 法

上で見たように最適化問題 (1) は

損失関数の項が変数ごとに分離して

いれば、効率的に解くことができる。

そこで以下のように (1) の損失関数

項を点wt の周りで局所的に分離可能

な形に近似することを考える 13）：

  　　　　　　

L の 2 階微分可能性より、少なくとも

局所的にはη t を十分小さく選ぶ事で

          となるようにすること

ができる。従って、次のような反復

アルゴリズムを考えることができる 9）

10）11）12）13）：

1.w1 を適当に初期化。

2. 停止基準が満たされるまで反復：

...(3)

...(4)

注 1；一般に、関数f の凸共役 (convex conjugate) 関数f* を                    と定義する。

...(5)

...(6)

...(7)

第１図　 (a) 1次元箱関数　　　　　　　　  　のMoreu’s envelope の概形。箱関数は1次元

L １正則化関数　　　　　     の凸共役である。(b) Soft-Thresholding 関数(式(4))。
この関数は(a)の Moreau’s envelope の微分になっている（事実2）。

L

...(8)

L L
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（ただしη1, η2,... は適当に選ばれて

いるとする。）

ここで、式 (9) の最小化は以下のよ

うに書き直せることに注意する：

ただし、仮定より      を用いた。

式 (10) は式 (5) の形をしているため、

式 (6) の proximity operator を用

いると以下のように書き直すことが

できる：

式 (11) は次のように解釈すること

ができる。まず、正則化項を無視し

てステップt での解wt からステップ

サイズηt の勾配ステップを取る。そ

の後、正則化項の効果を proximity 

operator を用いて取り込む。例えば       

          の場合、 

である（式 (4) の Soft-Thresholding 

関数）。ステップサイズηtが適切に（例

えばwt の近傍で            

となるように）取られていればこ

のアルゴリズムは大域的最適解に

収 束 す る。 こ の 方 法 は Iterative 

Shrinkage/Thresholding(IST)15）と呼

ばれている。IST の利点は 1 反復あ

たりの計算量（勾配の計算コスト＋

proximity operator の計算コスト）

が小さいことである。一方 IST はス

テップサイズηt の選択方法が難しい

（これに関しては最近 Wright ら 13) で

扱われている）ことや、等方的な 2

次関数で近似してしまっているため、

スケーリングに弱いなどの問題点が

ある。

提案手法 — DAL

Proximal minimization に基づく導出
この節ではdual augmentd Lagrangin 

(DAL) と呼ぶ最適化法を提案する。

DAL は初め双対問題に対する拡張ラグ

ランジュ法として導出 16）（「拡張ラグ

ランジュ法としての提案手法」節を

参照）されたが、ここでは上の IST

法との関連に注目して導出する。前

の節では式 (1) の損失項を式 (8) の

形に線形近似することで proximity 

operator に基づくアルゴリズム

（IST）が導出されることを見た。こ

こでは線形近似ではなく双対問題を

通して proximity operator を導出

する。まず、以下のような反復アル

ゴリズムを考える：

1.w1 を適当に初期化。

2. 停止基準が満たされるまで反復：

ただし関数f は式 (1) のように

定義した。ここで式 (12) は式 (9)

と異なりL(Aw) の線形近似でなく

L(Aw) そのものが最小化の中に入っ

ていることに注意する。式 (12) は

proximity operator を用いて、

       のように書き直すこと

ができる。このような反復アルゴリズ

ムは proximal minimization algorithm

と呼ばれ、おおよそ１/ηt のレートで

収束することが知られている（

のとき超 1 次収束 17））。式 (12) は

本来の目的関数に 2 次関数を加えた

だけであり、一見最適化問題として

式 (1) を解くのと同程度に困難であ

るように見えるが、実は式 (12) の 

proximal minimization は微分可能

な補助目的関数を最小化することで

得られることが示せて、結局、以下

の繰り返しアルゴリズムを得る 18）：

1.w1 を適当に初期化。

2. 停止基準が満たされるまで反復：

ただし、αt は以下の微分可能な最小

化問題の解である：

ここで、     はL, φλの凸共役関数

とし、  は  の Moreau's envelope で

ある。（式 (5) を参照）

式 (13) で           とおくと式

(11) の更新式 (IST) を得ることに注

意する。

陰勾配法としての提案手法
式(12)に陰勾配法 (implicit gradient 

method) としての解釈を与える 17）。wt+1

は式 (12) を最小化するので、

                  ここで  は

f の劣微分である。従って、

この式は劣勾配法 (subgradient 

method)19）と非常に類似しているが、

（劣）勾配がステップ前の点wt ではな

く、ステップ後の点wt+1 で評価され

ていることに注意を要する。すなわ

ち、式 (15) はステップ後の点wt+1 に

関する方程式であり、これを解く（式

(12) の最小化をする）ことで結果的

に勾配方向へ進むことが実現される。

また、ナイーブな（劣）勾配法はステッ

プサイズηt や劣勾配の選び方によっ

ては目的関数f が増加してしまうこ

ともあるが、更新式 (12) からは

                  より、明ら

かに            であり、等号成立

はwt+1=wt のときに限られることがわ

かる。さらに前節の IST とは異なり

（理論的には）ステップサイズηt を

スパース正則化およびマルチカーネル学習のための最適化アルゴリズムと画像認識への応用
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どのように取ってもこの単調減少性

が成り立つことは注目に値する。

拡張ラグランジュ法としての提案手法
式 (13)(14) は 式 (1) の 双 対 問

題に対する拡張ラグランジュ法 

(augmented Lagrangian method)17）20）

と見ることができる。この際対象と

なるのは線形等式制約を持つ以下の

双対問題：

 

であり、主変数wt はラグランジュ乗

数の役割を果たす 16）18）。

下界の最小化としての提案手法
式(12)で得られる Moreau's envelope 

を以下のように     と書く：

定義より、           。さらに

            とすると、

ここで式 (16) の被最小化関数がw と

w′に関して同時凸であることを用い

た。また、この同時凸性からfη(w)

も下に凸な関数である。従って、fη(w)

は任意の正のηに関してfη(w) の下

界であり、最小を達成するw* におい

てfη(w) と一致する凸関数である。

具体例 − 
マルチカーネル学習

マルチカーネル学習 5）(multiple 

kernel learning; MKL) は複数のカー

ネルの線形結合によって得られる

カーネル関数を用いた一種のカーネ

ル学習法であり、結合カーネルに基

づいて判別関数を学習するだけでな

く線形結合の係数も同時に最適化す

る方法である。Bach ら 6) 21) によって

結合係数が非負の場合、MKL は式 (1)

の特別な場合になることが示された。

具体的に目的関数を書くと、

ここで、m はサンプル数、n はカーネ

ルの数とし、Kj(∈RmXm) は j 番目の

カーネル行列とする。βj は j 番目の

カーネルに対する判別関数の重みベ

クトルであり、b はバイアス項、また、 

はすべて 1 のm 次元ベクトルとする。

さらに           とする。ここで、

式 (17) の正則化項はKj で定義される

ノルムの線形和である（2 乗和ではな

いことに注意。）従って、ノルムがゼ

ロとなる点で式 (2) と同様に微分不

可能性がありスパースな解を生じう

ることがわかる。ただし、ここでの

スパース性は式 (2) と異なり、カー

ネルごと（βj ごと）に生じる。B を

βj を列方向に並べたm ×n 行列とす

ると、上の最適化問題の最適解ではB

はランク 1 となることが知られてい

る 6）。

従って、       （  は任意のノル

ム）とおき、     と書くと、θj が線

形結合の係数、β* が結合カーネルに

基づく判別関数の重みベクトルであ

ることがわかる。

最適化問題 (17) は正則化されない

バイアス項b を含むため厳密には式

(1) とは微妙に異なる。その違いも式

(12) に基づくと系統的に取り込むこ

とができる。すなわち、式 (12) の代

わりに以下の更新式を考える：

 

ただし、 は式 (17) の目的関数と

する。前節と同様に上の更新式も微

分可能な補助目的関数の最小化を用

いて書き直すことができて（導出は 

Suzuki & Tomioka22)を参照されたい）、

以下の更新式を得る：

 

ただし、αt は以下で定義される関数

φt（d）を最小化する：

また、Soft-Thresholding 関数 STKj
λを

式 (4) を拡張して以下のように定義

する：

 

式 (18) は一見複雑だが、右辺第１項

は損失関数L の凸共役であり、f1 が

サンプルの和に分解される場合、同

様にn 項の和に分解されているので

扱いやすい。また、第２項は Soft-

Thresholding 関数 STKj
λの 2 乗であり、

解がスパースな場合、n 項の和の中の

アクティブな成分のみを考えればよ

いので、スパースさを生かした効率的

な計算ができる。我々はこのアルゴ

リズムを SpicyMKL(Sparse Iterative 

MKL) と名付け、提案している 22）。

数値実験

デモンストレーション
第 2 図に MKL を用いると問題の複

雑さに合わせて適切なカーネルが選

択できることを人工データを用いて

示している。ここでは学習モデルと

していくつかの異なる幅を持つガウ

スカーネルの線形結合を考えている

...(16)

...(17)

L
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証する。このデータセットには 101

種類のカテゴリの画像が多数集めら

れているが、我々は anchor, ant, 

cannon, chair, cup の 5 つのクラス

を利用し、10 通りの 2 値分類問題に

対する性能を報告する。我々の用いた

特徴抽出法は 3 段階に分かれていて、

その組み合わせで 1760 個のカーネル

関数を生成する。第 1 段階は特徴点

の抽出と量子化である。特徴点はす

べての画像に対して規則的にグリッ

ド状に収集した。これらの点に対し

て、hsvsift、 sift（スケール自動）、 

sift（スケール 4px）、sift（スケー

ル 8px）の 4 通りの特徴選択を行った
25）。さらに、すべての特徴点の中から

ランダムに 200 点を選んで代表点と

し、すべての特徴点をこれらの代表点

の最も近いものに量子化した。この

時点で各画像は多数の visual words

の集まりとして表現されている。第 2

段階は領域分割である。我々は各画像

全体、4 分割、16 分割したものおよ

びこれらの分割を spatial pyramid26）

を用いて統合したものの 22 通りの領

域について visual words のヒストグ

ラムを計算した。第 3 段階は上記の

ヒストグラム特徴の間の類似度の計

算である。我々はガウシアンカーネ

ルとカイ二乗カーネルの2種類のカー

ネル関数をそれぞれ 10 通りのバンド

幅で計算した。結果的に 1760(=4 ×

22 × 20) 個のカーネル関数が計算さ

れた。我々は認識対象となる 2 クラ

スそれぞれから各クラス 5-30 枚の画

像をランダムに選んで訓練データと

して、上述の 1760 個のカーネルを用

いたマルチカーネル学習を行い、こ

れを残りの画像でテストした。ここ

では 100 回の平均テスト精度を報告

する。

第 4 図に認識精度を示す。マルチ

カーネル学習を用いると各クラス 30

枚程度の画像からほとんどの場合で

（式 (17) を参照）。損失関数はロジス

ティック損失関数とした 7）。

計算速度
第 3 図 に SpicyMKL と 既 存 の 最

適化アルゴリズム (SimpleMKL21) と

HessianMKL23)) の計算速度の比較を示

す。SpicyMKL は常に SimpleMKL より

速く、またカーネルの数n に対する

計算時間の依存性では最も優れてい

る。 

画像認識
画像認識のベンチマークデータ

Caltech10124）を用いてマルチカーネ

ル学習を用いた画像認識の性能を検

スパース正則化およびマルチカーネル学習のための最適化アルゴリズムと画像認識への応用

第２図　人工データを用いたMKLのデモンストレーション。問題の複雑さにあわせたカーネルが自動的に選択できる。各図において横軸は
何らかの複雑さの指標を表す。図の中にキャプションで示されたいくつかの幅を持つガウスカーネルを用いてMKLを行った。縦軸
はそれぞれのカーネルのカーネル重み 　　　　　を表し、それぞれの図の下側には、いくつかの複雑さの値での訓練データの分布
する様子を示す。(a) クラス間分離性を変化させた場合。(b) クラス内局在性を変化させた場合。(c) 分離平面の複雑さを変化させ
た場合。

第３図　MKL最適化問題式(17)に対する計算時間の比較。縦軸は計算時
間（秒）、横軸はカーネルの数(n)。
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recovery by proximal forward-backward 

splitting. Multiscale Modeling and 

Simulation, 4(4):1168-1200, 2005.

12)W. Yin, S. Osher, D. Goldfarb and J. 

80 パーセント以上の精度で認識でき

ることがわかった。また、スパース正

則化のために非常にたくさんのカー

ネル関数の中から認識に有用なもの

が自動的に選択できることがわかっ

た。実際、この実験では各クラス 30

枚の画像を使った場合、実際に用い

られているカーネルの数は 2~12 個程

度であった。

おわりに

この解説では proximal minimization17）

の枠組みに基づいて効率的なスパー

ス正則化のためのアルゴリズム

（SpicyMKL22））を導出し、既存のアル

ゴリズムとの関係やこのアルゴリズ

ムの様々な解釈を解説した。また数

値例では人工データおよび画像認識

の実データを用いて SpicyMKL アルゴ

リズムの、とくにカーネルの数に対

する効率の良さとマルチカーネル学

習のカーネル選択に関する有用性を

示した。
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第４図　 Caltech101データセットに対する1760個のカーネルを用いたマルチカーネル
学習の性能。縦軸は認識精度（％）、横軸は1クラスあたりの訓練画像の数。
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