
共変量シフト下での
教師付き学習問題

ある入出力関数 f（x）を訓練データ

{（x
i
tr,y

i
tr）}ntr

i＝1から学習する問題を考え

よう。但し、{x
i
tr}ntr

i＝1は入力点、{yi
tr}ntr

i＝1

は（一般に雑音を含む）出力値、n
tr
は

訓練データ数である。学習にはパラメ

ータθを持つモデル f̂（x；θ）を用い、

θを訓練データから決定する（第1図

参照）。学習したパラメータθ̂を用いれ

ば、訓練データに含まれないテスト入

力xteに対する出力yteを f̂（xte；θ̂）に

よって予測できる。

この問題をもう少し厳密に議論する

ために、次のような統計的な設定を考

えることにしよう。訓練入力x
i
trは密度

p
tr
（x）を持つ確率分布に従うと仮定し、

訓練出力y
i
trは条件付き密度p（y｜x=x

i
tr）

を持つ条件付き確率分布に従うと仮定

する。そして、p（y｜x）の条件付き期

待値を学習したい真の関数f（x）とみな

すことにする。

一般的な教師付き学習の枠組みでは、
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文字認識や顔認識などの認識問題は、データの背後に潜む生成規則を推定する教師付き学習の問題として定式化できる。

教師付き学習では、識別機の学習に用いる訓練データと識別機の性能を評価するときに用いるテストデータが同じ規則に従

うと仮定することが多い。しかし、実問題ではこの仮定が成り立たないことがある。例えば、顔認識システムでは背景や光

の当たり方が訓練データとテストデータで異なることが多い。迷惑メール分類システムでは、分類システムだけでなく迷惑

メール製作者も学習するため、迷惑メールデータの分布が変化する6）。脳波でコンピュータを操作するブレイン・コンピュ

ータインターフェースでは、脳の非定常性のため脳波データの分布が変化する15）。その他、ロボット制御14）、バイオイン

フォマティックス3）、アンケートデータ処理8）など様々な分野の学習問題で分布の変化が見受けられる。

訓練データとテストデータが全く異なる規則に従って生成されれば、訓練データからテストデータに関する情報が全く抽

出できない。従って、意味のある学習を行なうためには、訓練データとテストデータが何らかの共通点を持つ必要がある。

本稿では、データの入力分布が変化する共変量シフト10）と呼ばれる状況を考え、その影響を緩和するための方法について

解説する。

第1図　教師付き学習問題。訓練データ
{(x

i
tr,y

i
tr)}ntr

i=1から関数 f(x)を学習する。学
習にはパラメータθを持つモデル f̂ (x;θ)
を用いる。

第2図　共変量シフトの例。訓練データは主に図の左側の領域から、テストデータは主に
図の右側の領域から採取される。これは、訓練入力データがほとんどない場所での出力を
予測する外挿問題である。

（a）訓練入力密度、テスト入力密度 （b）真の関数、訓練データ、テストデータ



テストデータ（xte, yte）は訓練データと

同じ確率分布に従うと仮定する。しか

し本稿では、テスト出力yteは訓練出力

と同じ条件付き確率分布に従うが、テ

スト入力xteは密度p
te
（x）を持つ別の確

率分布に従う場合を考える。このよう

な状況を共変量シフトと呼ぶ10）。共変

量シフトの例を第2図に示す。これは、

関数f（x）=sinc（x）を学習する問題であ

るが、訓練入力データがほとんどない

場所での出力を予測しなければならな

い外挿問題であり、教師付き学習の難

問の一つである。

教師付き学習問題の目標は、全ての

テストデータに対する誤差の期待値G

を最小にするようにパラメータθを学

習することである。即ち、

但し、 はテストデータ（xte,yte）

に関する期待値を表す。

重要度重み付き最小二乗法
によるパラメータ学習

直線モデル f̂（x;θ）=θ0+θ1xを例に、

共変量シフト下でのパラメータ学習法

について説明することにする。

標準的なパラメータの学習法は、訓

練誤差を最小にする最小二乗法

（least squares; LS）であろう。

最小二乗法による学習結果の例を第

3図（a）に示す。訓練データ（‘○’）はう

まく追従できているが、この学習結果

を用いてもテストデータ（‘×’）は正し

く予測できない。

共変量シフト下では、重要度重み付

き最小二乗法（importance weighted

LS; IWLS）を用いるのがよい10）。

w（x）は重要度と呼ばれ、

で定義される。重要度重み付き最小二

乗法では、テスト入力密度が高く訓練

入力密度が低い訓練データを強く重み

付けすることによって、共変量シフト

の影響を吸収する。第2図の外挿問題

の重要度w（x）を第8図に示す。このグ

ラフより、第2図の左側にある訓練デ

ータの重要度は非常に小さく、右側に

ある幾つかの訓練データだけが大きな

重要度を持つことが分かる。つまり、

訓練データの中でテストデータに似て

いないものは排除され、テストデータ

に似ているものが自動的に選ばれる。

このときの重要度重み付き最小二乗

法による学習結果の例を第3図（a）に示

す。但し、重要度は第5節で紹介する

方法で推定している。この結果より、

共変量シフトが起こっても、重要度重

み付き最小二乗法を用いることによっ

てテストデータ（‘×’）をかなり正確に

予測できることが分かる。念のため、

学習にはテストデータは用いておらず、

訓練データ（‘○’）しか用いていないこと

を明記しておく（但し、重要度の推定に

はテスト入力データを用いている）。

線形判別分析やサポートベクトルマ

シンなど訓練誤差に基づくほとんど全

ての学習法は、重要度で重み付けする

ことにより共変量シフト下での予測性

能が向上する11）、9）。

重要度重み付き交差確認法
によるモデル選択

教師付き学習ではモデルの選択が重

要である2）。前節の外挿問題の例では
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第3図 第2図の外挿問題に対する通常の最小二乗法の学習結果 f̂
LS
(x)、及び、重要度重み付き最小二乗法の学習結果 f̂

IWLS
(x)。通常の最小

二乗法の学習結果は訓練データを良く近似するが、テストデータの良い近似にはなっていない。一方、重要度重み付き最小二乗法の学習結
果はテストデータを良く近似している。いずれの結果を求める際にもテストデータ(‘×’)は用いず、訓練データ(‘○’)しか用いていない（但
し、重要度の推定にはテスト入力データを用いている）。

（a）最大次数が1の多項式モデル（直線モデル） （b）最大次数が2の多項式モデル （c）最大次数が3の多項式モデル



直線モデルを用いたが、直線に限る必然

性はなく、例えば一般の多項式を用いて

もよい。ここでは次式で表される多項式

モデルを例にとり、その最大次数 bを決

定する方法を説明することにしよう。

第2図の外挿問題の例に対して、最

大次数b=1,2,3のモデルを用いて学習

した結果を第3図に示す。全般的に、

通常の最小二乗法の学習結果は訓練デ

ータを良く近似するが、テストデータ

の良い近似にはなっていない。一方、

重要度重み付き最小二乗法の学習結果

はテストデータを良く近似している。

モデル選択の標準的な方法は、交差

確認法（cross validation; CV）であろ

う。しかし、交差確認法も共変量シフ

トの影響を受けるため、重要度を用い

て補正した重要度重み付き交差確認法

（ importance weighted CV; IWCV）

を使う方がよい11）。これは、予測誤差

Gの推定値を与える方法であり、この

値が小さいほど f̂（x；θ）は真の関数

f（x）の良い推定である。重要度重み付

き交差確認法を用いたモデル選択アル

ゴリズムを第4図に示す。

第3図に示した重要度重み付き最小

二乗法の学習結果に対して、重要度重

み付き交差確認法、及び、通常の交差

確認法を用いて予測誤差を推定した結

果を第5図に示す。このグラフより、

真の予測誤差と重要度重み付き交差確

認法による推定値にはほぼ同じ増減傾

向があることが分かる。一方、通常の

交差確認法による推定値の増減は真の

予測誤差とは異なっている。

モデル選択を行った後に得られる最

終的な学習結果の予測誤差の箱髭図を

第6図に示す。この結果より、重要度

重み付き最小二乗法と重要度重み付き

交差確認法を組み合わせることによっ

て、高い予測性能が獲得できることが

分かる。

赤池の情報量規準などのモデル選択

規準も、重要度で重み付けすることに

より共変量シフト下での予測誤差推定

精度が向上する10）、11）。
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第5図 第3図の重要度重み付き最小二乗
法による学習結果の予測誤差G

IWLS
、それ

を重要度重み付き交差確認法で推定した結
果 Ĝ

IWLS＋ IWCV
、及び、G

IWLS
を通常の交差

確認法で推定した結果 Ĝ
IWLS＋CV

の100回
平均、上四分位点、下四分位点。Ĝ

IWLS＋

IWCV
の増減はG

IWLS
とほぼ同傾向であるが、

Ĝ
IWLS＋CV

は異なる傾向を示している。

第6図 モデル選択とパラメータ学習を含
めて、最終的に得られた学習結果の予測誤
差（100 回の実験結果の箱髭図）。重要度
重み付き最小二乗法と重要度重み付き交差
確認法の組み合わせによって、高い予測性
能が実現されている。

第4図 重要度重み付き交差確認法を用いたモデル選択アルゴリズム。重要度重み付き交
差確認法は、予測誤差G

b
= [(f̂

b
(xte;θ)-yte)2]の推定値を与える方法である。この値が小さ

いほど f̂
b
(x;θ)は真の関数 f(x)の良い推定である。通常の交差確認法では、手順3で重要度

w(x)による重み付けを行わない。



KLIEPによる重要度
の推定

これまでの議論から、共変量シフト

下では重要度w（x）=p
te
（x）/p

tr
（x）をう

まく用いることにより予測性能が向上

することが分かった。しかし一般に重

要度は未知であるため、何らかの方法

で推定する必要がある。本節では、訓

練データに加えて、密度p
te
（x）を持つ

確率分布に従うテスト入力データ

{x
j
te}nte

j＝1が与えられる場合を考え、こ

れらのデータから重要度を推定する方

法について説明する。

訓練入力データ{x
i
tr}ntr

i＝1とテスト入

力データ{x
j
te}nte

j＝1を用いて訓練入力密

度p
tr
（x）とテスト入力密度p

te
（x）を推

定し、その比を取れば重要度を推定す

ることができる。しかし、確率密度関

数の推定は非常に難しい問題であり、

この方法は精度が良くない。ここでは、

確率密度関数を推定することなく直接

重要度を推定できるKLIEP（Kullback-

Leibler importance estimation proce-

dure）と呼ばれる方法13）を紹介する

ことにしよう。

KLIEPでは、重要度w（x）をxの関数

とみなし、適当なモデルで近似する。

ここでは次式のモデルを用いることに

しよう。

テスト入力データ数n
te
が非常に大き

い場合は、その一部だけの線形結合を

考えてもよい。KLIEPによるパラメー

タαの推定アルゴリズムを第7図に示
す。これは、真のテスト密度p

te
（x）か

らその推定ŵσ（x;α）p
tr
（x）へのKull-

back-Leiblerダイバージェンスが小さ

くなるようにパラメータαを決定する
アルゴリズムである。

第 2 図の外挿問題の例に対して

KLIEPを適用した例を第8図に示す。こ

の結果より、σ=0.2のとき重要度をう

まく推定できていることが分かる。し

かし、KLIEPの性能はσの値に依存

するため、σの値を適切に決める必要

があることもこの例から分かる。

σの値は尤度交差確認法（likeihood

CV; LCV）を使えばうまく決定する

ことができる。尤度交差確認法を用い

たKLIEPのモデル選択アルゴリズムを

第9図に示す。尤度交差確認法は、対

数尤度規準J= ［logŵσ（xte;α̂）］の
推定法であり、値が大きいほど重要度

の良い推定である。第8図の重要度推

定結果の対数尤度規準の値を尤度交差

確認法によって推定した結果を第10図

に示す。このグラフより、尤度交差確

認法によって対数尤度規準の非常に良

い近似値が得られることが分かる。
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第7図 KLIEPによる重要度推定のアルゴリズム。εは小さい正の定数、Aは(j,l)要素が
exp(－(x

j
te－x

l
te)2/(2σ2))の行列、Tは転置、1は全ての要素が1のベクトル、‘./’は要素ごと

の除算、0は全ての要素が0のベクトル、bは l番目の要素がΣntri＝1exp(－(xi
tr－x

l
te)2/(2σ2))

のベクトルである。また、ベクトルに対するmax演算は要素ごとの max演算を表す。手順2は
勾配上昇、手順3から手順5は拘束条件を満たすための射影にそれぞれ対応している。εを十分小
さい値に設定すれば、上記のアルゴリズムはα初期値の選び方によらず常に同じ解に収束する。

第8図 KLIEPによる重要度の推定結果 ŵ(x;α)。KLIEPの推定性能はパラメータσの値に依存するが、σを適切に決定すれば重要度の
良い推定値が得られる。

（a）σ＝0.02 （b）σ＝0.2 （c）σ＝0.8



第 3、4 節で示した数値例では、

KLIEPと尤度交差確認法によって重

要度を推定していた。このことから、

共変量シフト下では、KLIEP、尤度

交差確認法、重要度重み付き最小二乗

法、重要度重み付き交差確認法の四つ

の手法を組み合わせることにより、単

純に最小二乗法と交差確認法を用いる

よりもはるかに高い予測性能が獲得で

きることが分かる（第6図参照）。

重要度の推定法には、他にもカーネ

ル法を用いた手法9）やロジスティッ

ク回帰を用いた手法5）などがある。

まとめと今後の展望

本稿では、データの入力分布が変化

する共変量シフト10）と呼ばれる状況

における学習法について解説した。こ

れらの方法の理論的背景や数理的特性

についてはそれぞれの論文、及び、解

説論文1）を参照されたい。

分布が変化するような状況は様々な

応用場面で起こる。そのため、このよ

うな状況下での機械学習研究が近年注

目されている。例えば、この話題に関

連するワークショップが開催されてい

る4）、7）。現実的な応用場面では、共

変量シフトだけでなく他の様々な種類

の分布の変化が起こる可能性がある。

現在、様々な形態の分布の変化に対処

できる学習法が開発されつつある。今

後は、分布の変化を検出する方法、及び、

分布の変化の種類を同定する方法を開発

していくことが重要な研究課題である。

本研究の一部は、科学研究費補助金

（若手研究（B）17700142、及び、基盤研

究（B）18300057）、財団法人大川情報通

信基金、マイクロソフト産学連携研究

機構CORE3プロジェクトの支援を受

けて行われた。
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第9図 尤度交差確認法を用いたKLIEPのモデル選択アルゴリズム。尤度交差確認法は、
対数尤度規準Jσ= [logŵσ(x

te:α̂)]の推定値を与える推定法である。この値が大きいほど、
ŵσ(x:α̂)は重要度w(x)の良い推定である。

第10図 対数尤度規準Jの真の値とその尤度交差確認法による推定値 Ĵ
LCV

の100回平均、上四分位点、下四分位点。Ĵ
LCV
はJの非常に良い近似である。
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