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概 要

これまで，教師付き学習は訓練用の標本がテスト時に用いる標本と同じ規則に従って
生成されるという大前提のもとで研究されてきた．しかし，現実的な場面ではこの前
提が成り立たないことも多く，そのような場合は従来の教師付き学習法では良い学習
結果が得られない．このような背景のもと，共変量シフトと呼ばれる状況下での学習
法が近年盛んに研究されている．共変量シフトとは，与えられた入力に対する出力の
生成規則は訓練時とテスト時で変わらないが，入力（共変量）の分布が訓練時とテス
ト時で異なるという状況である．本稿では，共変量シフト下での教師付き学習の最近
の研究成果を概説する．

� はじめに
教師付き学習は，入力と出力の組から成る訓練標本を用いて，将来与えられるテスト入

力に対する出力を予測する問題である．この時，訓練標本とテスト標本が同じ規則に従っ
て生成されるというのが大前提である ���� �
� ��� ���．
しかし，現実的な場面ではこの前提が満たされないことも多い．例えば非定常なシステ

ムでは，標本の生成規則が時々刻々と変化する．このような場合，昔に採取した訓練標本
は破棄して，比較的最近に集めた標本のみを使う忘却型の学習アルゴリズムがよく用いら
れる ���� �
�．標本生成のメカニズムが徐々に変化する場合は，このような方法によりテ
スト出力を効果的に予測することができる．
一方，標本の生成規則が訓練時とテスト時で大きく変化する場合，忘却型のアルゴリズ

ムではうまく対応できない．もちろん，訓練標本とテスト標本が全く異なる規則により生
成された場合は，訓練標本からテスト標本に関する情報が全く抽出できない．従って，意
味のある議論をするためには，訓練時とテスト時の標本に何らかの共通点が必要である．
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入出力規則（与えられた入力に対する出力の生成規則）は訓練時とテスト時で変わら
ないが，入力（共変量）の分布が訓練時とテスト時で異なるという状況は共変量シフトと
呼ばれている ��
�．訓練入力がほとんど無い場所で予測を行なう外挿問題は共変量シフト
の典型的な例であろう．また，訓練入力の場所をユーザが決定する能動学習 ��� ���では，
共変量シフトが必然である．近年盛んに研究されているブレイン・コンピュータインター
フェース ����，方策オフ型強化学習 ����，バイオインフォマティックス ��� などでも，共変
量シフトが見受けられる．また，経済学における標本選択バイアス ����も，共変量シフト
の一形態とみなすことができるであろう．
本稿では，共変量シフト下での学習法を紹介する．

� 定式化
本節では，共変量シフト下での教師付き学習問題を定式化する．
訓練標本を ����� �������� で表す．但し，訓練入力 �� � �� � �

�は確率分布 �����に独
立に従い，訓練出力 �� � �� � �は条件付き確率分布 � ����� に独立に従うと仮定する．
ここで，� ����� の条件付き期待値を ���� で表し，条件付き分散は � に依らず一定値 ��

であると仮定する．このとき � ����� は，真の出力 ���� に平均 �，分散 �� の独立な雑音
が加わったものと解釈できる．また，訓練入力と訓練出力の集合をそれぞれ �� � ��������
と �� � �������� で表す．
損失関数 ���� �� ��� � �� ��� ��� 	 ���
� は，入力 � での本当の出力 � を �� と推定

したときの損失を表す．�� が実数集合である回帰問題の場合は，二乗損失

���� �� ��� � ��� � ��� ���

がよく用いられる．一方，�� が離散集合である分類問題の場合は，誤分類確率に対応す
る ����損失

���� �� ��� �

�
� �� � � の時
� それ以外の時

���

がよく用いられる．
入出力関係の学習に，パラメータ � � � � �

� を持つモデル（関数族）�� ����� を用い
る．ここで，モデルが正しいことは仮定しない．即ち，真の関数 ���� が上記のモデルに
含まれているとは限らない．教師付き学習の目的は，学習に用いていないテスト入力に
対する出力を正しく予測できるように，パラメータ � を決定することである．テスト標
本を ��� �� で表す．� � �� はテスト入力で，� � �� はテスト出力である．テスト出力 �

は，訓練出力と同じ条件付き確率分布 � ����� に従うと仮定する．このテスト標本を用い
て，次の汎化誤差（期待テスト誤差） � を最小にするようにパラメータ � を学習するこ
とを目指す．

� � �
���

���� �� �������� ���



共変量シフト下での教師付き学習 �

但し，� は期待値を表す．
標準的な教師付き学習の枠組みでは，テスト入力 � は訓練入力 �������� と同じ確率分

布 ����� に従うと仮定する ���� �
� ��� ���．しかし，本稿では共変量シフト��
�の状況，
即ち，テスト入力 � は訓練入力とは異なる確率分布 ����� に従う場合を考える．以下で
は，訓練入力とテスト入力の確率密度関数をそれぞれ ����� と ����� で表し，それらが
既知かつ非零であると仮定する．

� パラメータ学習法
汎化誤差 � は未知の期待値 � ��� を含むため，直接これを最小にするようにパラメータ

を決定することはできない．そこで期待値を訓練標本 ����� �������� による平均に置き換え
た経験リスク最小化法（���� ������ !� ��"# ������$!%���）��
� ���がよく用いられる．
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����� � ����� のとき，���は適当な正則条件の下で一致性を持つ．即ち，訓練標本数
	 を増やしていくと，���によって得られる推定量は最適なパラメータ �� に収束する．
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しかし，����� �� ����� のとき ���はもはや一致性を持たない�．
共変量シフト下では，次の重要度重み付き ���（'(���� '����%!� ) ()�&*%)+

���）��,� �,� �
�が一致性を持つ．
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������
������ を重要度と呼ぶ．'(���が一致性を持つことは，大数の法則から直ちに
分かる：
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�但し，モデルが正しい場合は共変量シフト下でも ���は一致性を持つ．
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これは，重点サンプリング�
�で用いられているテクニックを教師付き学習問題に応用し
たものである．

'(���を用いることによって，共変量シフトが起こっている場合でも一致性を保証す
ることができる．しかし，'(���は���よりも分散が大きいことが多い．従って，訓練
標本数が有限である現実的な場面では必ずしも '(���が最良な推定法とは限らない．有
限標本に対しては，'(-.を安定化させた適応 �����（/'(���� /+!�%��) '(���）
��
�の方が良いであろう．

���
���

�
�

	

��
���

�
������

������

��

����� ��� ���������
�

�
�

但し，� � ��� �� である．� � � の時 /'(���は通常の ���と一致し，� � � の時
/'(���は '(���と一致する．従って，/'(���は ���と '(���の中間の性質
を持つ．
ここで，例として入力が一次元の簡単な回帰問題を考えよう．訓練入力とテスト入力の

確率密度関数を図 ���/�に，学習したい真の関数 ��
� と学習結果 ���
� を図 ���0�	�1�

にそれぞれ示す．これは，真の関数（"�� 関数）を直線モデルでフィットする問題である
���� ���．訓練標本は主に図の左側からしか採取できず，テスト標本は右側にある．従っ
て，これは外挿問題である．図中の � はそれぞれの学習結果の汎化誤差を表す．
図 ���0�は，最小二乗法（2-.� 2�+��!�3 -)!"% .45!�)"� 二乗損失を用いた ���）に

よる学習結果である．2-.は訓練出力（左側）を非常に良く近似しているが，テスト出
力（右側）の良い推定ではない．図 ���1�は，重要度重み付き最小二乗法（'(-.�二乗損
失を用いた '(���）による学習結果である．'(-.は右側のテスト標本にうまく適合し
ていることが分かる．しかし，分散が大きいため学習結果は不安定である．この事は，線
形モデルに対する2-.が最良線形不偏推定量であること，即ち，不偏な線形推定量の中
で分散が最も小さいことから直感的に理解できるであろう．図 ���6�は，� � ��� の適応
重要度重み付き最小二乗法（/'(-.�二乗損失を用いた/'(���）による学習結果であ
る．分散を軽減することにより，2-.や '(-.よりも良い学習結果が得られている．

� モデル選択法
前節では，/'(���が共変量シフトにうまく対応できる学習法であることを説明した．

しかし，/'(���には重みを調整する超パラメータ � が含まれており，これを適切に決
定しなければ良い学習結果が得られない．また，学習に用いるモデル（関数族）を適切に
決定することも重要である．超パラメータやモデルを決定する問題はモデル選択と呼ばれ
る．標準的なモデル選択法では，未知の汎化誤差の推定量を求め，推定した汎化誤差を最
小にするように超パラメータやモデルを決定する．従って，モデル選択研究の本質は如何
に精度の良い汎化誤差推定量を構成できるかという点にある．
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図 �� 共変量シフト下での回帰問題の例．�/�訓練入力とテスト入力の確率密度関数．�0�	

�1� 学習したい真の関数 ��
�（実線），訓練標本（7Æ8），学習結果の関数 ���
�（破線），
テスト標本（7�8）．
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��� 重要度重み付き交差確認法

これまでに，様々な汎化誤差推定法が提案されてきた．���� �� ��� �
� �� ��� �
�．こ
のうち，最もよく用いられている汎化誤差推定法は交差確認法（69� 6��"" 9!��+!%���）
���� であろう．69では，訓練標本集合 
 � ����� �������� を � 個の重なりの無い部分集合
�
������ に分ける．そして，�
�����	 を用いて学習結果 ���� ��� を求め，学習に用いなかっ
た 
	 を用いて ���� ��� の汎化誤差を確認する．これを全ての組み合わせについて平均し
たものを， ����� の汎化誤差の推定値とする．これを �重��と呼ぶ．
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ここで，�
	�は 
	 に含まれる標本数である．� � 	のとき，特に一つ抜き��（-2269�

-)!�)�2�)�25% 69）と呼ぶ．
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但し， ��	��� は ����� �������	 から学習した結果である．
����� � ����� のとき，-2269は期待汎化誤差のほぼ不偏推定量であることが知られ

ている．正確には，-2269は 	� � 個の標本に対する期待汎化誤差の不偏推定量である
���� ���．即ち，	� � 個の標本に対する汎化誤差を �� で表せば，
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が成り立つ．しかし，この不偏性は共変量シフト下では成立しない．
この問題に対処するためには，'(���の時と同様に重要度で重みをつければよい．こ

れを重要度重み付き��（'(69）と呼ぶ ����．
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-22'(69は，共変量シフト下でも期待汎化誤差のほぼ不偏推定量，即ち，	� � 個の標
本に対する期待汎化誤差の不偏推定量になっている．'(69は，任意の損失関数，任意の
パラメータ学習法，任意のモデルに対して不偏性を持つため，非常に汎用的である．しか
し，'(69の値を計算するためには繰り返し学習を行なう必要があるため，時間がかか
るのが難点である．
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'(69の効果を図 �の回帰問題の例を用いて確認しよう．図 ���/�は，図 �の回帰問
題における汎化誤差 � を/'(-.の超パラメータ � の関数として図示したものである．
この例では � � ��� 付近で最小値を取る．図 �����は �� 重69による汎化誤差の推定値
である．69は非常に大きなバイアスを持っており，69の値を最小にするように � を決
定すると，� � � が選ばれてしまい，最終的に得られる汎化誤差は非常に大きくなってし
まう．図 ���0�は �� 重 '(69による汎化誤差の推定値である．'(69を用いるとバイア
スはほとんど無くなり，適切な � を選ぶことができる．

��� 重要度重み付き部分空間情報量規準

本節では，線形回帰問題に特化した汎化誤差推定法を紹介する．以下，二乗損失に対し
てモデルが �� ����� � ��

���

������� ����

で与えられる場合を考える．但し，����������� は線形独立な基底関数である．このとき，
/'(-.の学習結果は ��� � ��� ����

で与えられる．但し，

�� � ��	����
��	�� ��
�

� � ���� ��� � � � � ���
	 ����

であり，� は ��� �� 要素が �	���� の 	� � 行列，� は ������
������ を第 � 対角要素と
する 	 次対角行列である．
この設定のもと，重要度重み付き部分空間情報量規準（'(.'6� '( .5:"�! ) '�;���!%���

6��%)����）は次式で定義される ����．

������
 ������� ���� � ������� ����
< ����%������

	
� � ��
�

但し，� は ��� �� 要素が � � ������	��� の � 次元正方行列であり，��� と �� は ��� と ��

において � � � とおいたものである．また，��� � �� �������
�	 � �� である．��� は ���
において � � � とおいたものである．.'6という名前は，元々の規準が部分空間モデル
の選択のために提案されたことに由来している ��
�．

'(.'6は次式を満たす ����．
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図 �� 汎化誤差とその推定値．グラフの横軸は/'(-.の超パラメータ � である．下の �

つのグラフの破線は真の期待汎化誤差である．
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但し，� は定数であり，Æ �

�
��

	 �� ������� ����

�
はモデルの誤差を表す．式 ��,�よ

り，'(.'6は � �� のもとで期待汎化誤差から定数 � を除いた量の漸近不偏推定量であ
り，更にその漸近誤差は Æ に比例することがわかる．モデルが正しい時，即ち，Æ � � の
時，'(.'6のバイアスは有限標本に対してゼロとなる．
前述した '(69や後で紹介する '(/'6も，� �� のもとで漸近誤差が 	
��� のオーダー

で減少するという性質を持っている．しかし '(.'6では，漸近誤差が更に Æ に比例する．
実際に学習を行う場面ではモデルがひどく間違っていることは考えにくいため，Æ はそれ
ほど大きくないことが多い．このような場合，訓練標本数が少ない場合でも '(.'6の誤
差は小さくなり，実用上非常に有益である．更に，'(.'6は二つの異なるモデルに対す
る汎化誤差の差を精度良く推定できることが示されている ����．これは，モデルの良さを
比較するモデル選択において重要な性質である．
共変量シフト下での回帰問題に対しては，赤池の情報量規準（/'6� /#!�#)8" '�;���!%���

6��%)����）���を一般化した重要度重み付き���（'(/'6）��
�も利用できる．'(/'6は，
������ のもとでは '(.'6よりも収束が速いという性質を持っている．しかし '(.'6と
違い，モデルが正しくても '(/'6は有限標本に対して厳密に不偏にはならない．
汎化誤差推定の研究では，������ のもとでの近似精度を議論することが多い．しかし，

現実のモデル選択の場面では訓練標本 ����� �������� は一度しか得られない．従って，でき
る限り訓練標本に関して期待値を取らずに汎化誤差の近似精度を評価することが望まし
い．訓練出力 �������� に含まれる雑音は未知なので，訓練出力に関しては平均的に評価せ
ざるを得ないが，訓練入力 �������� はそのものが与えられているため，条件付きで評価す
ることが原理的に可能である．'(.'6ではその立場を前面に押し出している．
図 ���6�と �1�に図 �の回帰問題における '(.'6と '(/'6による汎化誤差の推定値

を示す．これより，'(.'6と '(/'6によって汎化誤差をほぼ不偏に推定できていること
が分かる．また，これらは '(69と比べて分散が小さい．回帰問題に特化することによ
り，より精度の良い汎化誤差推定量が得られたのであろう．入力が高次元の複雑な問題に
対しては，'(/'6よりも '(.'6の方が推定精度が良いようである ���� ���．

� 能動学習法
モデル選択と並ぶ教師付き学習の重要な研究課題は，能動学習である．能動学習とは，

汎化誤差ができるだけ小さくなるように訓練入力 ��������，または訓練入力を生成する確
率分布 ����� を設計する問題である ��� ���．汎化誤差は未知のため，モデル選択の時と
同様に汎化誤差をどれだけ精度良く推定できるかが能動学習研究の本質である．但し，モ
デル選択の時と異なり，能動学習では訓練出力 �������� を採取する前に汎化誤差を推定す
る必要があるため，汎化誤差推定はより困難である．以下では，第 ���節と同じ線形回帰
問題を考える．
線形回帰問題では，汎化誤差の訓練出力 �������� に関する期待値は次のように分解で
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きる．
�
��

� � � < � < Æ� ����

但し，� と � はバイアス（の二乗）と分散であり，それぞれ

� � �� �� � ����� � ��� ����

� � �
��

�� ��� � ����� � �� ����

と表される．但し，� � � ��
�� である．

��� モデルが正しい場合の能動学習法

古典的な能動学習研究では，学習したい真の関数 ���� がモデル ������� に含まれてい
ることを仮定し，パラメータ学習法として2-.を用いる ��� ���．モデルが正しいという
仮定のもとでは，共変量シフトを意識することなく能動学習を行なうことができる．即
ち，�!�# ��� � � の時バイアス � はゼロとなり，定数 Æ� を無視すれば，式 ����の期待
汎化誤差は

�
�� � %������
	
� � � %��� ���	�
�� ����

に比例する．但し，�� は �� において � � � とおいたものである．この �
�� を最小に
するように訓練入力 �������� を最適化すれば汎化誤差を小さくすることができる．この規
準は	最適規準とも呼ばれる ��� ,�．
三角多項式モデルに対しては，	 点の訓練入力の最適な場所を解析的に求めることが

できる ��� ���．しかし，一般には 	 点の訓練入力を同時に最適化することは困難である．
この問題を回避するため，訓練入力を生成する確率分布 ����� を最適化するか ����，ある
いは逐次的に訓練入力を決定する ��� ,�ことが多い．
�
�� の前提条件である �!�# ��� � � を満たすためには，少なくとも � 個の訓練標本

が必要である．逐次的に能動学習を行なうとき，通常はランダムに � 個の初期訓練入力
を生成し，�<� 番目の訓練入力から最適化する �,�．しかしこの時，初期訓練入力の取り
方も分散を最小にするように設計することにより，更に汎化誤差を小さくできることが知
られている ����．

��� モデルが正しくない場合の能動学習法

�
�� は簡便であり汎化誤差の改善効果も大きいが，これまで実問題に対してはあまり
適用されてこなかったようである．それは，モデルが真の関数を含むという条件が現実的
には満たされないことが多いためであろう．この問題を解決すべく，モデルが正しくない
場合における能動学習の研究が近年盛んに行なわれている．



共変量シフト下での教師付き学習 ��

モデルが正しくない場合，共変量シフトのため2-.のバイアスは漸近的にもゼロにな
らない．従って，式 ����を用いて能動学習を行なうと，分散は小さくなるがバイアスが
大きくなり，結果として汎化誤差はあまり小さくならない ����．一方，'(-.を用いれば
バイアスは漸近的にゼロになる．そこで，'(-.の分散を小さくするように訓練入力分布
����� を最適化する方法が提案された（/-'6�� / %��) -)!����& 5"��& '(-. :!")+ ��

6��+�%���!� �=�) %!%��� �; &)�)�!��$!%��� )����）����：

����
� � %������
	
� � ����

/-'6�では，訓練出力に関する期待値 � �� のもとでの分散を最小にするように訓練入
力分布を最適化している．一方，同様な設定で ������ のもとでの分散を最小にする能動
学習法が(�)�"によって提案されている ����．この方法は，最適な確率分布の形状が解析
的に導出できるという特徴を持つ．しかし，訓練入力の取り方に関しても期待値を取ると
汎化誤差の近似精度が低下してしまうことが示されている ����．

/-'6�を用いれば，モデルが正しくない場合でも効果的に能動学習を行なうことがで
きる．しかし，この手法は理論的には少し問題がある．それは，'(-.のバイアスは漸近
的にしかゼロにならず，有限標本に対しては式 ����で評価している分散と同じオーダー
のバイアスが残っているということである．即ち，/-'6�では汎化誤差の一部だけを最
小化していることになる．
この問題に対処すべく，二段階で能動学習を行なう方法が提案されている ����．この二

段階法では，まず第一段階でいくつかの訓練入力をテスト入力分布に従って生成し，訓練
出力を採取する．そして第二段階では，第一段階で集めた訓練標本を使って '(-.の汎化
誤差を推定し，それを元に残りの訓練入力を最適化する．この方法では分散だけでなくバ
イアスもきちんと評価するため，漸近的に最適な能動学習結果が得られる．しかし，バイ
アスの評価のために一部の訓練標本が使われてしまうため，ユーザが自由に設計できる訓
練入力数は実効的に少なくなってしまう．そのため，標本数が有限の現実的な場面では汎
化誤差の改善効果はそれほど大きくないようである ����．
図 �に，ベンチマークデータに対する能動学習結果を示す（詳細は ����を参照せよ）．

グラフでは，受動学習（テスト入力分布に従って訓練入力を生成）による汎化誤差が � に
なるように値を正規化してある．この結果から，�
�� は不安定であり場合によっては受
動学習よりも汎化誤差が大きくなってしまうことがわかる．これは，モデルがほぼ正しい
時には �
�� は優れた性能を示すが，そうでない場合は性能が大きく低下してしまうこと
を示している．一方，/-'6�は安定して受動学習を上回っており，他の能動学習法より
も汎化誤差低減効果が大きい．

� まとめと今後の展望
本稿では，訓練時とテスト時で入力分布が変化する共変量シフトというパラダイムのも

と，近年提案されたパラメータ学習法，モデル選択法，能動学習法を紹介した．最近，ブ
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図 �� 各能動学習法による平均汎化誤差．

レイン・コンピュータインターフェースにおける分類問題で，脳の非定常性を共変量シフ
トとして捕らえ，それを明示的に考慮することにより認識精度が向上することが示された
����．共変量シフトは強化学習やバイオインフォマティックスなど近年盛んに研究されて
いる応用分野でも頻繁に起こる．今後は共変量シフト下での一般的な学習の方法論のみな
らず，各応用場面に特化した学習法も開発していく必要がある．
これまで，モデル選択と能動学習の問題は別々に議論されてきた．しかし，これらは両

方とも汎化誤差の低減に大きく貢献するため，モデル選択と能動学習を同時に行いたい
と考えるのは自然なことであろう．しかし，モデルと訓練入力の同時最適化は一筋縄では
いかない．なぜならば，従来のモデル選択法ではあらかじめ固定した訓練入力（と訓練出
力）が必要であり，また，従来の能動学習法ではモデルを固定しておく必要があるからで
ある．これをモデル選択と能動学習のジレンマと呼ぶ ����．これまでに，三角多項式モデ
ル集合に対してこのジレンマをうまく回避する方法が提案されている ����．しかし，一般
にはモデル選択と能動学習を同時に実行することは非常に困難である．モデルと訓練入
力を逐次的に選んでいくオンライン型のアルゴリズム ��
�を用いることも考えられるが，
オンラインアルゴリズムではしばしば良い結果が得られない．なぜならば，最適な訓練入
力の場所はモデルに大きく依存し，最適なモデルは標本数によって大きく異なるからであ
る．即ち，オンライン学習過程の初期に選ばれた訓練入力が，最終的に選ばれるモデルに
とって好ましいものであるとは限らないのである ����．一般的な設定のもとでモデル選択
と能動学習を同時に行なう手法を開発することは，理論的な観点からも実用的な観点から
も非常に重要である．
本稿では，����� をテスト入力の確率密度関数としたが，これをユーザが興味のある入
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力領域を示す重み関数と解釈することもできる ��
�．この重み関数を局所領域に設定すれ
ば，共変量シフト下での学習は局所学習法 ��� �,�の一つとみなすことができる．このよ
うな立場から共変量シフト下での学習法の性質を論じることは非常に興味深い．
教師付き学習の分野には，本稿で扱った頻度主義的な学習法以外にベイズ主義的な学習

法があり，盛んに研究されている ��
� ��� ���．ベイズの立場から共変量シフトを論じるこ
とも今後の重要な課題であろう ���� ���．
共変量シフトは，訓練時とテスト時で入出力規則は変わらないが，訓練入力とテスト入

力の分布は変化するという状況であった．共変量シフト以外にも，訓練標本とテスト標本
の生成規則が異なる状況がある．例えば，分類問題におけるクラス事前確率変化はその一
つであろう．これは，訓練時とテスト時でクラスの事前確率 � ���（各クラスの標本の割
合）が変化するが，クラスが与えられたもとでの入力分布 � ����� は変化しないという状
況である ���� �� 
�．このような状況では，�����
����� の代わりに �����
����� で重みを
つければ一致性や不偏性が保たれる ���� ���．これ以外にも訓練標本とテスト標本の生成
規則が異なる様々な状況が考えられる ����．そのような状況を定式化し，各場面にふさわ
しい学習法を開発することは今後の重要な課題である．
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共変量シフト下での教師付き学習 �
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