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(A) Input Data Densities
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(B) Learned Function by OLS (AIWLS with λ=0)
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(C) Learned Function by AIWLS with λ=0.5
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(D) Learned Function by IWLS (AIWLS with λ=1)

x

�	
� �� �� ���������� � �(����� �	 �(#
����������� %� '����� � ������ 	��
�����
,�- ��� ���%�%����� "������ 	��
����� �	
��� �������� ��" ���� ����� ������� ,�-.
,�- ��� �������� ������ 	��
���� �,�-
,��� ����" ����-� ��� ����� �������� ���#

���� ,/Æ0-� � ������" 	��
���� ��,�- ,���
"����" ����-� ��" ��� ,���������- ���� ���#
���� ,/�0-�

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

λ

Risk

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

λ

10CV

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

λ

10IWCV

�	
� �� ���� ���� ��" ��� ����������� ��
	��
����� �	 ��� ������ ��������� � �� ��#
12�� �����" 
�� �� �� ��� %����� �$�
������ "���
� ��� ���� ���� 	�� 
���� 
��#
��������



���� "���"�6 � ����  ���� �� � 	�� ����
� �
 ��� ����
�
� ������
 ���� 	����


���� �
 ��� ����
�
� ��	����
 ��"# ���������
 ��� �
��
"�
� ��
����������
 "����
������ �
��� ��� "� ������ �����
 ����� �����	��� ������ �� "������ ���8 ��� ���
 ���� �� ��� ��
�
� ����	���� � �� ���� ��� ����	���� ���� %�� ��� ����	����
��
����������
 �����+ �� 	�
�	����#

:
� �� ��� ������� ��"�
�4��� ��� ����	���
� ��� ���� �
 ��� 	�"��
� ����
�
�
� "�		�
��� �� ������������	��� %?C+# ?C ��� ���
 ���!
 �� �� � �
 ��	���
�
������ ����	��� �� ��� ���� !��� -
��� ��	���� &)*# ,�!� ��
 ���� ��	��� �
���
����
��� �� 
� ��
��� ���� �
��� ��� "� ������ �����# ���� ���
�	�
�
 �� ������
������ �
 1����� D
 !��"� ����"�� ���  ����� �� ��� ���� ���� �
� ��� ����	���� ��
��
"���
� �� ��� ��
�
� ����	���� � �
 92$;� %��� ��	� ��� ���������
 �.�	���
�� 1����� 7 �� ����� ����+# ��� ������ "�� �� �
 ��� �����	 �!� ������ ����"� ���
���� ���� ��� "���� "�	������
# 2
 ���� �.�	���
 ��� ���� ���� ���� ��� �����	 ��
����
� � B A�) %��� ��� ��� ����� �� 1����� D+# :
 ��� ����� ��
�
 ?C �� �� �
������� ��/���
�
 	�
���
� �
"�����
� "�� � %��� ��� ��"�
� ����� �� 1����� D+#
9� � ������
 ?C "������ � B A �� ��� ����  ����
 !��"� ������� �� �� � ����
"���"�#

�� "��� !��� ���� ������	
 !� ������� ���
� � 
� ��  ����
� �� ?C "�����
�����	���������
	�� ?C %2$?C+# $� ��� � ���� 2$?C �� �����
���� �� �� � �

��	��� �
������ ����	��� �� ��� ���� � �
 �
��� ��� "� ������ �����# ��� �����	
����� �� 1����� D ���!� ��� ����	���� ���� �����
�� �� 2$?C# 2� �� �� 	�"�
������ ����	����
 ���
 ����
��� ?C
 �
� ��������� �
 �����������  ���� �� �
	�� �� "����
 �� 2$?C#


 ����
�� �����
��	��

2
 ���� ��"���

 !� ���	����� ��� ����� ���� ����
�
� ������	 �
� �� ��! �.����
�
����
�
� 	������#

��� ������	
�� ��
��	�� ����� ���
�	
�� ��	��

;�� �� "�
����� ��� ����� ���� ����
�
� ������	 �� ����	���
� �
 �
�
�!
 �
����
������ ����
��
"� ���	 ����
�
� ��	����# ;�� � B �%��� ��+����� �� ��� ����
�
�
��	����
 !���� �� � � � �

� �� �
 �#�#�# ����
�
� �
��� ���
� �����!�
� � ������
������ �����������
 !��� ��
���� �%�+ �
� �� � � � � �� � ����
�
� ������  ����
�����!�
� � "�
�����
�� ����������� �����������
 !��� "�
�����
�� ��
���� �%��	��+#

;�� � %�� �� ��+ 8 � �� �� 
 &A��+ �� ��� ���� ��
"���

 !��"� 	������� ���
���"����
"� ���!��
 ��� ���� ������  ���� � �� �
 �
��� ���
� � �
� ��� ����	�����# 2
 ���������
 �"�
����� !���� � �� "�
��
����
 ��� �4���������� �� ����
 ����#

� %�� �� ��+ B %�� � �+�� %7+

:
 ��� ����� ��
�
 �
 "�����-"����
 �"�
����� !���� � �� ���"���� %�#�#
 "����
����"��+
 ��� �����!�
� AE7����� �� � ����"�� "���"� ��
"� �� "�������
�� �� ���
	��"�����-"����
 ����#

� %�� �� ��+ B �
A �� �� B ��
7 �����!����

%D+



9������� ��� ��� � ���� ��
"���
� ��� �
����
��
� �� �
 ��� ���� "�
 ��
������
����
� �
 � &)*#

;�� �� ��� � ����	�������� ��
"���
 �� %�6 �+ ��� ����	���
� ��� ������  ����
�
 !���� � � � � �

�# ��� ���� �� ����� ���� ����
�
� �� �� �����	�
� ���  ����
�� ��� ����	���� � �� ���� ��� �.��"��� ���� ��� ��� ���� ��	���� %�#�#
 ��� ���� ��
��� ��
����������
 �����+ �� 	�
�	����# ;�� %�� �+ �� � ���� ��	���
 !���� � � �
�� � ���� �
��� ���
� �
� � � � �� � ���� ������  ���� �����!�
� ��� "�
�����
��
�����������
 !��� "�
�����
�� ��
���� �%�	�+# F��� ���� ��� "�
�����
�� ��
����
�%
	
+ �� ��� ��	� "�
�����
�� ��
���� �� ��� ����
�
� ������  ����� ��������# ���

��� ���� �� �.������� ��

	��� B ������������ ����

�
�
�
�� �� ��%�6 ��+�� � %(+

!���� � ��
���� ��� �.��"�����
# F��� ���� ��� ����
�� ����	���� �� ��
������
����
�� �
 ��� ����
�
� ��� � B �%��� ��+�����#

2
 ���
���� ����� ���� ����
�
� �������� %�#�#
 &'
 (
 )*+
 ��� ���� �
��� ���
� �
�� ����	�� �� �����! �%�+
 !��"� �� ��� ���� ����������� ��
���� �� ��� ����
�
�
�
��� ���
�� ��������# :
 ��� ����� ��
�
 �
 ���� �����
 !� "�
����� ��� ������
���
 �
��� ��� �������	� �
��	
 �#�#
 ��� ���� �
��� ���
� � �����!� � �����������
�����������
 !��� ��
���� 
%�+
 !��"� �� �������	 ���	 �%�+#

��� ���	�	�
� �	
� �	�	�	�
�	�� 
�� ��
 ������
������	�����
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 �
��� ��� "� ������ ����� !���� �%�+ �B 
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 3�� ����


�� ��� ��� �
 ���	�����"���� �
������ ����	���� �
�	���6 ����	 �� ������ � �
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 !� ����	� ���� �%�+ �
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%�+ ��� �
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 �
� ����"��� ������ �
%�#�#
 
�
�����+ ��� ��� � � � #
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 �� ��
���
���� ��� ������  ����
"� ���
 ����
��� 3�� &0*# ���������
 2$3�� 	�� 
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�� ����	��6 � �������� ������  ����
� �� 2$3�� "���� �� � 	�"� �	�����  ����
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 �
� ���� �� 	��� �""����� ���
 ����
 2$3��# ��� ����� ����
"� �������/
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�������
 ��� �.�	���
 �� !����
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!���� A � � � 7#
��� ��� � 92$3�� �� ���� �.�	����6 ����� 	�� �� 	�
� ����� �������������

��� "�
������
� ��� ����� ����
"� �������/# ,�!� ��
 !� 
��� ���� ��� 	��������
��� !� ������� �
 ���� ����� ��  ���� ��� ��
 ����	���� ����
�
� 	�����#
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�
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� �� �����	�
� ���  ���� �� ��� ��
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������� ���� �� ��� ��
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� ����	����

�� ����	��� ��� ���� ��� ��"� "�
������
 �
� �� "����� ��� �
� !��� 	�
�	�	
����	���� ����#

?����� ��������
 %?C+ �� � ������� 	����� �� ����	��� ��� ���� 	���# ;��
�� �� ��� ��� ����
�
� ��� � B �%��� ��+����� �
�� � ������
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�
��	��� �������

����
�
���# ;��

���� %�+ �� � ��
"���
 ����
�� ���	 �������� # ���
 ��� ������ ?C
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 � B �
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����� "����� ��������
 %;::?C+#
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2� �� �
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 ����
 �� �%�+ B 
%�+
 ;::?C �� �� �
 ��	��� �
������ ����	���

�� ��� ����6 	��� ���"�����
 ;::?C �� �� �
 �
������ ����	��� �� ��� ���� !���
�� 7 ��	���� &)*#
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� �	���
�����

�
B 	����� � 	���� %77+

,�!� ��
 ���� �� 
� ��
��� ���� �
��� ��� "� ������ ����� !��� �%�+ �B 
%�+# 2
 ���
�����!�
� ��"���

 !� �� � � 
� �� 	���-�� "����� ��������
 	����� !��"� �����
	��
���
� ��� <��	��� �
������
���= �������� � �
 �
��� ��� "� ������ �����#
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	���	��

>
��� ��� "� ������ �����
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 !� ��� � ���� ;::2$?C �� �� �
 ��	��� �
������ ����	��� �� ��� ����
� �
 �
��� ��� "� ������ ����� %��� ����� �� �� �
 �
 � �������� ��"�
�"�� ������
&@*+#
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�
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� �� ?C "����� 2$?C ��� ���� �

�
������ ����	��� �� ��� ���� !��� �� 7 ��	���� � �
 �
��� ��� "� ������ �����#
9 ��	���� ����� �� ���� �������� ��� �2$?C
 �������� ��� ���� �� ������ ���

;::2$?C#
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���� ����� 
%�+
�%�+ ���� ������� �
 �����	���� �������� 6 �
 �.�
��"�����
 �� &�%�+* !��� � � 
%�+ �� "�	����� �� �
 �4�� ���
� 4��
����
�� &�%�+
%�+
�%�+* !��� � � �%�+
 !���� �%�+ �� "����
 �� ���� ���  ����
"�
�� 	�
�	����# ���������
 ��� �������� 2$?C 	����� "���� �� �������� �� �

�����"����
 �� ��� �	�����
"� ��	���
� ���
���� �
 ��� ?C ���	�!���# $� �.�
��"� ���� ��� �������
 ���!��
 �	�����
"� ��	���
� �
� "� ������ ����� 	�� ��
������� ���"����� �
 ��� "�
��.� �� ��	��� �������� &G*
 !���� ��� ����
�
� �
���
��
���� �%�+ �� �����
�� �� ����� �� ���� ��� ���� �� 	�
�	����#

9 !������� ?C �"��	� ��� ���� ���
 ������� �
 ������ ��������"� &7*
 !����
��� �/�"� �� �������� �
 ��� ?C �"��� �� ���	�������� �� �����
�
� �	����� !�����
�� ��������# 2
 ��� �������� 2$?C �"��	�
 ��� ?C �"��� �� !������� �� ��� ��
�
���� �����
 �� !��"� ��� ��/���
"� ���!��
 �%�+ �
� 
%�+ "�
 �� �����	���"����
��������# ���������
 �������� ���
� � !������� �"��	� �
 ?C �� � "�		�
 ����
����
 ��� ��	 �� ����
������ ��/���
�6 !� 	�� � �
 "�	��
� �!� �"��	��#

� � �����	��
 �����
�

2
 ���� ��"���

 !� �.����	�
����� �
 �������� ��! 2$?C !���� ���
� � ��	���
�
����	�
���
�� ���������
 ������� %��� 1����� 7+# ;�� ��� ����
�
� �
� ���� �
���
��
������ �� �%�+ B ���������%�+ �
� 
%�+ B ���������%�+
 !���� �����%�+ ��
����
��� 
��	�� ��
���� !��� 	��
 � �
�  ����
"� ��# ���� �����
� �	����� ���� !� ���
"�
������
� �
 �.����������
 ������	 %��� 1����� 7�%9++# $� "����� ��� ������
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 ���� �� �����!�
� �������������%�+
 !���� �%�+ B ��
"%�+# $� ��� � ��	��� ��
���
	���� ��� ����
�
�8 �� %�6 ��� ��+ B �� I ���� %7)+

!���� ��� ����	����� ��� ����
�� �� ������ � �	�����
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1����� 7 %�+J%�+ ���! ��� ���� ��
"���

 � ����������
 �� ����
�
� ��	����

����
�� ��
"���
� �� 92$;� !��� � B A� A�)� 7
 �
� � ����������
 �� %
��������+
���� ��	����# 1�� ���� �����"���� "���
 � B A�) ���	� �� !��� !���#

1����� D ����"�� ��� 	��
� �
� ���
���� �� �����
� �� ��� ���� ���� �
�
��� ����	���� �� 7A����� ?C �
� 7A����� 2$?C � �� 7AAA ��
�
 �� ��
"���
� ��
��� ��
�
� ����	���� � �
 92$;�# ��� ������ ���! ���� 2$?C �� �� 	�"�
�""����� ����	���� �� ��� ���� ���
 ����
��� ?C6 ��� �
������
��� �� 2$?C ��
!��� �����-�� �
� ���  ����
"� �� 2$?C ���	� �� �� �����
����#

$� ���
 "����� � ���	 �A� A�7� A�D� � � �� 7� �� ���� ��� ����
��� ?C �"��� ��
��� 2$?C �"��� �� 	�
�	����# ��� 	��
� �
� ���
���� �� �����
� �� ��� ����
����� -
���� �����
�� �� ����
��� ?C �
� 2$?C � �� 7AAA ��
� ��� ���"�����
�
 ����� 7# ��� ����� ���!� ���� 2$?C �� �� 	�"� �	����� ���� ������ ���

����
��� ?C6 ��� �� ���� ���!��
 ����
��� ?C �
� 2$?C �� ��� ������ �� ���
���� ���
 A�A7
 �����
� ���� 2$?C ���
�-"�
��� ���������	� ����
��� ?C# <:K�=
�
 ��� ����� ���!� ��� ���� ����� !��
 � �� "����
 ����	����
 �#�#
 �� ���� ���
���� ���� ����� �� 	�
�	����# ��� ������ ���!� ���� ��� ������	�
"� �� 2$?C ��
������ "���� �� ��� ����	�� "���"�#

 ���
	���	�� �� !��	���������� �����"���

2
 ���� ��"���

 !� ����� 2$?C �� ����
�"�	����� �
�����"� %�?2+ ����#
�?2 �� � �����	 !��"� ����!� ��� � ����"� ������ ���!��
 	�
 �
� 	�"��
�

&77*# ?������� ���"���" �"�� ��� �� ��"�����  �� ��� ���"����
"���������	 %33�+8
���"������
 ����"��� �� ��� �"���
 	������ ��� ���"���" ���
��� �� ��� ����
# �����
���
��� ��� �	���-�� �
� ���
�	����� �� ��� "�	�����
 !��"� ���
������ ���	
�
�� �� �"� "�
���� "�		�
��# ��� "��"��� ��4����	�
� ��� ��� ��""������ ��
"�
���
�
� �� �?2 �� ���� ��� ���"���" �"�� ��� �
 ��� �"��� �����"� ������� ��L�"��
	���� �
��
���
�
 �#�#
 ��� 
����� "�������� �� ����������
 ��� ��
� �� ���� 	� ��
	�
��# 9 �?2 "�
 ����"� ��� 	������������ 33� "��
��� �
� ���� ���� �
���	��
���

 ��� �.�	���
 �� ������	 � "���"� ���!��
 �!� �����
��� ��8 ��� ����"���
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 �� 	� � ��� ���� ��
� ����� �� ��� "���"� �� ��� -���
 !������
��� ����� ��
� �
��
���
 !���� ���� �� ��� ��"�
� �����
��� �# �� ���� 	��
� ��
�� �������� �� ������� �� �"�� !��"� ��� "�

�"��� �� ��� "�	�����#

1�� "�����-"����
 �� ������������� ������"����� 33� ���
��� ��
��� ���"��	�
�
�
� �
������ %;�9+ &(* ��� ���!
 �� !���  ��� !��� &D*# :
 ��� ����� ��
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�
�������
����� �/�"�� �� � ���
 ����� �� �
 ����
 ���
��� ���!��
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������
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� ������"� ������
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 !��"� "���� �� �������� �� �
 �.�	��� �� ���
"� ������ �����# ���������
 �� �� �.��"��� ���� ��	� �	�����
"��!������� 	�����
"���� ������� �	��� � ��� �?2 ��"��
����
 �""���"�#
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$� ���� ��� ��� � 	����� !��� ������� 75 ���� ���� �����
�� ���	 ) ��/���
�
�����"�� %��� ����� D+# 2
 �?2
 ��� ��
������ �%�+ �
� 
%�+ ��� �
�
�!
# ,���
!� ����	��� ���	 �� -���
� ��� 	�.���� �� ) �������
� �� ��� 3� ��������	#
�%�+ �� ����	���� ���
� ����
�
� ��	���� �
� 
%�+ �� ����	���� ���
� �
�������
��	���� ���	 ��� ������"� ������# ��� �
������� ��	���� ��� ����
 ���	 ���
-��� ���� �� ��"� ������"� ������
 ����!��� ��
����
� ��� "�
�����
� ��� � �?2
�����"����
 ��������"# ���� "�������
�� �� �
 ������ �� ��� ���� "�����-�� �
 ���
��"�
� ���� �� ��� �.����	�
�#

��� 	��"�����-"����
 ����� ��� ���� ��	���� �� ;�9 %�.����
� 	����� !��"�
"�������
�� �� 92$;�9 !��� � B A+ �
� 92$;�9 !��� � "����
 �� 7A2$?C
��� �� �
 �
 ����� D# ��� ������� ���! ���� ��� ��� �����"�� 7 �
� (
 ��� "�	���

����
 �� 92$;�9 �
� 7A2$?C ������ �	��� �� ��� ��"��
����
 �""���"� � ��
����
 ;�9# ��� �""���"� �� �
"��
��� ��� ��� �����"�� D �
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