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概要

• 2組のサンプル点の集合 {Xi}n
i=1 ∼ Q，{Yj}n

j=1 ∼ P 1のみが与えられたときに P と
Qの間の φ-ダイバージェンスを直接（分布を推定しないで）推定する．

• ダイバージェンスの中で分数になっている部分 q/pをサンプルから推定するのが難
しい．⇒ 変分表現（variational representation）を使う．

• 関数空間上の最適化⇒表現定理（representer theorem）を使うと双対問題が有限
(サンプル数）次元の問題で書ける．

• KL ダイバージェンスの場合， 2つのパラメトリゼーション (M1) g = p/q，(M2)

g = log p/q が考えられる．

• M1 は理論的な性能保証あり．M2 の方が実験的には良い結果．

ダイバージェンスとその変分表現

[定義] φ-ダイバージェンス

Dφ(P,Q) =

∫
p(x)φ

(
q(x)

p(x)

)
dµ(x),

ただし φ は凸関数．
[例] KL-ダイバージェンス

DK(P, Q) =

∫
p(x) log

p(x)

q(x)
dµ(x).

ここで φ(u) = − log(u)．

1論文でサンプルの数が同数になっているのは本質的ではない．

1



φは凸関数なので双対関数 φ∗を使って以下のように書ける．

φ(u) = sup
v

(uv − φ∗(v)).

これを φ-ダイバージェンスの定義に代入すると，以下を得る．

Dφ(P,Q) =

∫
p(x) sup

f(x)∈R

(
q(x)

p(x)
f(x)− φ∗(f(x))

)
dµ(x),

≥ sup
f∈F

(∫
f(x)dQ(x)−

∫
φ∗(f(x))dP (x)

)
.

φの劣微分（sub gradient）を ∂φと書くと等号成立はF と q/pでの φの劣微分が交わり
を持つ，F ∩ ∂φ(q/p) 6= ∅となる2．

[例] KL-ダイバージェンスの場合

φ(u) = − log(u), φ∗(v) = −1− log(−v)
(
= sup (uv + log(u))

)
.

DK(P, Q) ≥ sup
g≥0

(
−

∫
g(x)dQ(x) +

∫
(1 + log g(x)) dP (x)

)

ただし (u, v) = (q/p,−g)．等号成立条件は ∃g = p/q（なぜなら ∂φ/∂u = −1/u）．ちな
みに g = −f は単に符号を反転しただけ．

定式化M1: g = p/q

Hを RKHS とし，w ∈ H，RKHSの再生性より g(x) = 〈w, Φ(x)〉と定義する．
主問題:

minimize
w

λn

2
‖w‖2

H +
1

n

n∑
i=1

〈w, Φ(xi)〉 − 1

n

n∑
j=1

log 〈w, Φ(yj)〉 .

補遺の公式 (5)にあてはめて考えると

f0(w) =
λn

2
‖w‖2

H +
〈
w, 1

n

∑n
i=1 Φ(xi)

〉
, f ∗0 (β) =

1

2λn

∥∥β − 1
n

∑n
i=1Φ(xi)

∥∥2

H ,

fi(z) = − 1

n
log(z), f ∗i (α) = − 1

n
(1 + log(−nα)),

ai = Φ(yi).

ここで，双対関数の導出に補遺の定数倍の公式 (1)および線形関数の加算の公式 (2)を使っ
た．従って，以下のように双対問題が得られる．

minimize
α>0

1

2λn

∥∥∥∑n
j=1αjΦ(yj)− 1

n

∑n
i=1 Φ(xi)

∥∥∥
2

H
.− 1

n

n∑
i=1

(1 + log(nαi))

カーネル K(·, ·) を使ってノルムの項を書き直すと論文の Lemma 3 を得る．さらに主変
数wは双対変数 αを用いて以下のように書ける．

w =
1

λn

(
n∑

j=1

αjΦ(yj)− 1

n

n∑
i=1

Φ(xi)

)
.

2ほとんどいたるところで (u, v) = (q(x)/p(x), f(x))が双対ペア条件 u ∈ ∂φ∗(v)および v ∈ ∂φ(u)をみ
たさなくてはいけないから．
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すなわち

g(x) =
1

λn

(
n∑

j=1

αjK(yj, x)− 1

n

n∑
i=1

K(xi, x)

)
.

さらに主・双対問題の ‖ · ‖2
Hの項が等しいことを用いると

D̂K = 1−（主問題の最適値）+
λn

2
‖w‖2

H

= 1 +（双対問題の最適値）+
λn

2
‖w‖2

H,

= 1− 1

n

n∑
i=1

(1 + log(nαi)) + λn‖w‖2
H,

= − 1

n

n∑
i=1

log(nαi) + λn‖w‖2
H.

最後の項は λn → 0 (n →∞)で小さくなるとしている．

定式化M2: g = log p/q

主問題:

minimize
w

λn

2
‖w‖2

H +
1

n

n∑
i=1

e〈w,Φ(xi)〉 − 1

n

n∑
j=1

〈w, Φ(yj)〉 .

上と同様に補遺の方式 (5)にあてはめて考えると

f0(w) =
λn

2
‖w‖2

H −
〈
w, 1

n

∑n
i=1 Φ(yj)

〉
, f ∗0 (β) =

1

2λn

‖β + 1
n

∑n
j=1 Φ(yj)‖2

H,

fi(z) =
1

n
ez, f ∗i (α) = α log(nα)− α,

ai = Φ(xi).

従って，双対問題は以下のように得られる．

minimize
α<0

1

2λn

‖∑n
i=1 αiΦ(xi) + 1

n

∑n
j=1Φ(yj)‖2

H +
n∑

i=1

(−αi log(−nαi) + αi) .

α の符号を反転すると以下の式を得る．（論文の p5 の最初の式）

minimize
α>0

1

2λn

‖ −∑n
i=1 αiΦ(xi) + 1

n

∑n
j=1Φ(yj)‖2

H +
n∑

i=1

(αi log(nαi)− αi) .

このとき主変数w は以下のように書ける．

w =
1

λn

(
−

n∑
i=1

αiΦ(xi) +
1

n

n∑
j=1

Φ(yj)

)
.

また定式化M1と同様に

D̂K = 1 +
n∑

i=1

(αi log(nαi)− αi) + λn‖w‖2
H.
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理論的な結果

[定理 2] 以下の（上の議論より一般的な推定量 ĝnを考える．

ĝn = argmin
g

∫
g(x)dQ(x)−

∫
log g(x)dP (x) +

λn

2
I2(g).

ここで I(g)は非負の複雑さの指標とし，GM := {g|I(g) ≤ M}とする．以下の 3つを仮定．

1. 真の g0 = p0/q0 が上下からバウンドされている，0 < η0 ≤ g0 ≤ η1 (∃η0, η1).

2. I(g)のリプシッツ性．supg∈GM
|g|∞ ≤ cM (∀M ≥ 1).

3. ブラケットエントロピーHB
δ (GM,L∈(Q)) = O(M/δ)γ．

さらに，n →∞で λnを以下のオーダーで小さくする．

λ−1
n = OP (n2/(2+γ))(1 + I(g0)).

すると，g0と ĝnのヘリンジャー距離が以下のオーダーで小さくなる．

hQ(g0, ĝn) = OP (λ1/2
n )(1 + I(g0)), また, I(ĝn) = OP (1 + I(g0)).

さらに infg g(x) ≥ η0 (∀x) が成り立つとき

|D̂K −DK(P, Q)| = OP (λ1/2
n )(1 + I(g0)).

補足

• λn を小さくしていくことと I(ĝn)が定数オーダーであることを D̂Kを計算する時に
正則化項を無視するために使っている．

• 定式化M1では |g(x)| = | 〈w, Φ(x)〉 | ≤ ‖w‖H‖Φ(x)‖H ≤ I(g)
√

K(x, x)より，例え
ばガウシアンカーネルなどの場合リプシッツ条件をパスする．一方定式化M2では
I(g) = ‖ log g‖のため，M に対して supg∈GM

|g|∞は指数的に増えるため，リプシッ
ツ条件を満たさない．

• 実験では上のオーダーより速く λn = 1/nで小さくしている．

補遺: Lagrange-Fenchel 双対性公式集

[定義]: 双対関数

f ∗(α) = sup
x

(〈α, x〉 − f(x)) .

定数倍:

(c · f)∗(α) = cf ∗(α/c). (1)

線形関数を加える:

(f + 〈w, x〉)∗(α) = f ∗(α− w). (2)

(P) minimize
x

f(x) + g(x), (D) minimize
α

f ∗(α) + g∗(−α), (3)

(P) minimize f0(x) +
n∑

i=1

fi(x), (D) minimize
α

f ∗0 (
n∑

i=1

αi) +
n∑

i=1

f ∗i (−αi), (4)

(P) minimize f0(x) +
n∑

i=1

fi(〈x, ai〉), (D) minimize
α

f ∗0 (
n∑

i=1

αiai) +
n∑

i=1

f ∗i (−αi). (5)
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