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なぜこの論文を選んだか

• Rank Dataに興味がある
• Google の様なランキングとか，時系列の並びとか
• 定性的でも，定量的でもないケース
• グラフでもない
• クラスタリングに興味がある



想定しているケース
• この論文で考えているのは，次のような投票のケース
• 会員の中から，評議員を選出したい
• 投票者は上位5名を記名できる
• 候補は会員全員（会員数＞＞5名）
• 投票者の投票傾向をクラスタ化して知りたい
• 問題点は
• 投票者は全ての会員に順序を付けるわけではない
• 各投票者が投じる人は，ばらつきがある
• 投票したい人の数は3名かもしれない
• 5名記名欄があっても，全部を埋めてくれるとは限らない

• 投票者間の距離を示すmetric spaceが問題



論文の流れ
• 背景
• 完全に順序のついたランクデータの扱い
• Mallow’s Model
• 部分的にしかランクのないデータの扱い
• モデル化
• 確率モデルを作成し，
• EMでパラメータを決定する
• クラスタリング，はオマケ程度



全ての順序がある場合
• アイテム（候補者）数: r，投票者: n
• i番目の投票者がアイテムmをj番目にランクした時，
• 距離関数 ：ランクデータに対する「距離」モデル

• 距離
• ここではKendall distanceを用いる．
• この時，上記の距離関数はMallows’ φモデルと呼ばれる
• Hamming, Cayley, Ulamなど様々な距離があるが・・・

• Kendall distance: 
• πをσに変換するのに必要な隣接順序の交換回数
• A>B>C>D → A>C>B>D : 距離1

πi(m) = j

d : S(r)× S(r)→ R≥0

P (π | λ,σ) :=
1

Z(λ)
exp(−λd(π,σ))

Z(λ) :=
∑

π∈S(r)

exp(−λd(π,σ)) σ ∈ S(r),λ ∈ R

dτ (π,σ)



Mallows’ modelを用いた
クラスタリング

• K個のグループに分ける
• 各グループに中心順序　　があるとする
• 各グループは，Mallows’ 分布を用い，次式でモデル化

• 重み　　　　　　を付けた混合分布を考えて

• モデルパラメータ　　　　をEMやら，SAやらで求める．

σk

P (π | λk,σk) :=
1

Z(λk)
exp(−λkd(π,σk))

(c1, ..., cK)

Q(π) :=
K∑

k=1

ckPk(π | λk,σk)

(c,λ,σ)



部分的なランキング
• r個のアイテム(候補)から，t個をランキング
• 置換πのinverse 　　を考える
• Top-t ランキングは，次のように表される
• Top-tのランキングの置換をC(π)と表す
•    は，完全なランキングをした場合の置換
• 置換の和集合の様な形で距離を拡張：Critchlow, 1985
• Mallows’ model を使って，補完：Beckett, 1993

π−1

π−1 = (π−1(1), · · · ,π−1(t), ∗, · · · , ∗)

C(π) := {π ∈ S(r) | π(j) = π(j), j = 1, ..., t}
π



異種混合データのモデル化
• Kendall 距離をベースに考える
• 確率モデル
• エントロピー最大化を行う
• 　　をTop-tでの確率　　　に一般化したとすると

• 各順位 j に対して，次の統計量を導入する

• Iはindicator function
• 順位がjより大きい中で，jより，会員番号が小さい会員数

P (π) P t(π)

P t(π) := P (C(π)) =
∑

π∈C(π)

P (π)

sj(π) :=
r∑

l=j+1

I{π−1(j) > π−1(l)}



異種混合データのモデル化(続)
• 　　　　　　　　　　　　　　　が成り立つので

• 右辺の計算が大変なので，

dτ (π1π3,π2π3) = dτ (π1,π2)

dτ (π,σ) = dτ (πσ−1, IdS(r)) =
r−1∑

j=1

sj(πσ−1)

sj(π−1) := π(j)−
j∑

l=1

I{π−1(j) ≥ π−1(l)}

dτ (π,σ) :=
r∑

j=1

sj(π−1σ)

=
t∑

j=1

sj(π−1σ) +
r∑

j=t+1

sj(π−1σ)

= st(π−1σ) + sempty(π−1σ)



Zt(λ) :=
t∏

j=1

1− e−λ(r−j+1)

1− e−λ

P (C(π) | λ,σ) =
1

Z(λ)

∑

π∈C(π)

exp(−λdτ (π,σ))

=
exp(−λst(π−1σ))

Z(λ)

∑

pi∈C(π)

exp(−λsempty(π−1σ))

=
1

Zt(λ)
exp(−λst(π−1σ))

Q(π | c, λ,σ) :=
K∑

k=1

ck

Zt(π)(λk)
e−λkst(π)(π−1σk)



EMで解く
• 　　　　　　　　　　　
• 　がクラスタkに属する時，
• 　　　　　　　とすると，　　　　  を満たす
• E step
• 推定量　　　　　が与えられたとして，qik を次式で推定

Mi := (Mi1, ...,MiK)
πi Mik = 1
qik := E[Mik]

∑

k

qik = 1

ck,λk,σk

qik =
ckP t(πi | λk,σk)

∑K
l=1 clP t(πi | λl,σl)



• M step
• 　
• 　の後，　を求める（　 が　  に依存するため）

• 全探索はせず，ローカルサーチだけしている 

ck =
1
n

n∑

i=1

qik

σk λk λk σk

σ̂ = arg max
σk

log
n∏

i=1

P (πt
i | λk, σk)qik

= arg min
σk

n∑

i=1

qik

t(πi)∑

j=1

sj(π−1
i σk)



• λについて確率を最大化する　

• 極大点では微分が0になるので，

• logの部分は下記の式で簡単にでき，方程式を解けば
λが求まる

log
n∏

i=1

P (πi | λk,σk)

=
r∑

t=1

∑

i∈It

log P (πi | λk,σk)

= −
r∑

t=1

|It| log(Zt(λk))−
r∑

t=1

∑

i∈It

λk

t∑

j=1

sj(π−1
i σk)

−
r∑

t=1

|It|
∂

∂λk
log(Zt(λk)) =

n∑

i=1

t(πi)∑

j=1

sj(π−1
i σk)

∂

∂λk
log(Zt(λk)) =

r∑

j=r−t+1

j

ejλk − 1
− t

eλk − 1



実験結果(1)
Cluster Analysis of Heterogeneous Rank Data

Table 1. Estimation errors on artificial data of sample size
n = 300, with K = 3 clusters. For uniform c, all clusters
have equal size. For non-uniform c, cluster sizes differ.

Settings Results
c d λ K̂ error ĉ error λ̂

[2, 9, 9] 0.50 1 0.033 0.086
1.00 3 0.007 0.056
1.50 3 0.027 0.151

[8, 6, 6] 0.50 1 0.155 0.274un
ifo

rm

1.00 3 0.029 0.094
1.50 3 0.016 0.050

[2, 9, 9] 0.50 1 0.248 0.324
1.00 3 0.013 0.032
1.50 3 0.001 0.048

[8, 6, 6] 0.50 1 0.189 0.331
1.00 3 0.047 0.144no

n-
un

ifo
rm

1.50 3 0.013 0.057

5. Experimental Results

The experiments include artificial and real-world rank
data. The mixture analysis with artificial data drawn
from a density with known parameters is conducted to
evaluate the algorithm’s effectiveness in recovering pa-
rameters from rank data. Additional experiments are
conducted on the American Psychological Association
(APA) data set (Diaconis, 1989). All experiments are
performed with the EM algorithm described in Sec. 4.
The number of clusters is selected by a Bayesian In-
formation Criterion (BIC) (McLachlan & Krishnan,
1997). For comparison, we use a clustering approach
based on the completion method described in (Beckett,
1993). The method explicitly estimates a maximum
likelihood completion to a full ranking by treating the
missing positions as latent information, and assum-
ing complete rankings to be distributed according to
a Mallows model. An estimate of the full ranking is
obtained with an EM algorithm, which alternatingly
estimates a Mallows model from current completion
estimates, and then estimates completions based on
the current model. The method can be used as basis
for partial rank data clustering model, by performing

Table 2. Long rankings: Estimation error comparison for
ranking length r = 20, with K = 10 clusters and n = 1000
samples (uniform over partial lengths).

Method error σ̂k error λ̂k

Maximum Entropy 0 0.06± 0.01
Beckett’s completion 1.52± 0.57 0.11± 0.02

Figure 1. Full versus restricted data set: Average estima-
tion error for cluster assignments (vertical) versus the num-
ber of ranking types present in the data set (horizontal).

Figure 2. APA data set: Variance of dispersion estimates
(vertical) versus number of ranking types present in the
data set (horizontal), for our method (left) and Beckett’s
completion model (right). Minimum length 5 corresponds
to the subset of complete rankings, 1 to the whole data set.
The variance is computed over 20 bootstrap samples.

completions based on the data currently assigned to
a cluster during the clustering E-step, and performing
maximum likelihood estimation for the mixture com-
ponents given the current completion estimates during
the M-step.

5.1. Synthetic Data

Synthetic data observations were drawn at random
from a mixture model (11). Sample experiments for
r = 5 items and K = 3 clusters are shown in Tab. 1.
By d, we denote the pairwise Kendall distances be-
tween the cluster centers. The quality of parame-
ter estimates is reported as mean squared error on
n = 300 observations. The BIC estimate K̂ of the
number of clusters is accurate except for very small λ
which corresponds to broad modes. This behavior is
expected since the different modes strongly overlap for

Cluster Analysis of Heterogeneous Rank Data

Table 1. Estimation errors on artificial data of sample size
n = 300, with K = 3 clusters. For uniform c, all clusters
have equal size. For non-uniform c, cluster sizes differ.

Settings Results
c d λ K̂ error ĉ error λ̂
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まとめ
• 部分的にランキングされてデータをクラスタリングした
• ランクとランクの間の距離はKendall距離を利用した
• 各クラスタを確率分布で表した．その分布をEMで求めた
• EMの計算は，解析的に計算できる部分があり，高速化でき
ることがわかった

• もう少し，ちゃんとしたクラスタリング結果が欲しいなぁ


